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Notations :
– U , h : vitesse des plaque et demi-e´paisseur de l’e´coulement de Couette plan.
– Lx, Lz : taille longitudinale et transverse de l’e´coulement.
– R : nombre de Reynolds, R = hU/ν avec ν viscosite´ cine´matique.
– Rg Nombre de Reynolds seuil global d’existence de la turbulence.
– Rt Nombre de Reynolds seuil pour un e´coulement turbulent sans motif.
– ~v champ de vitesse : e´cart a` l’e´coulement de Couette laminaire.
– (V¯x, V¯y, V¯z) : e´coulement de fond ide´alise´.
– Pour une grandeur complexe A, le conjugue´ est note´ A¯.
– ~u champ de vitesse : Perturbation line´aire a` un e´coulement de base/de fond.
– ~ω champ de vorticite´.
– (sx, sz) : cisaillement : (∂yvx, ∂yvz).
– (cx, cz) : vitesses de groupe.
– m, e, f , et : parame`tre d’ordre, e´nergie cine´tique (~v
2), fraction turbulente et e´nergie turbulente
instantane´es.
– M , E, F , Et : idem, mais moyenne´.
– de manie`re ge´ne´rale, les quantite´s en minuscule sont instantane´es et celles en majuscule, moyenne´es
d’une fac¸on ou` d’une autre.
– Rs : Nombre de Reynolds seuil.
– lx, lz : taille de sous domaine de l’e´coulement.
– ξx, ξz, τ0 : longueurs de cohe´rence (longitudinales et transverses) et temps de cohe´rence du
motif.
– λx, λz : longueurs d’onde longitudinale et transverse (motif et autres).
– I, L et T : interme´diaire, laminaire, turbulent.
On utilisera les acronymes :
– DNS : Direct Numerical Simulation, simulation nume´rique directe des e´quations de Navier–
Stokes
– pdf : probability density function, densite´ de probabilite´
– PCF : Plane Couette flow, e´coulement de Couette plan
– TCF : Taylor–Couette flow, e´coulement de Taylor–Couette
iv
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Chapitre 1
Introduction ge´ne´rale
1.1 Motivation
Les e´coulements de paroi sont centraux dans un grand nombre d’applications industrielles, tech-
nologiques ou biologiques . Ils sont souvent de ge´ome´trie un peu complexe, mais peuvent se ramener,
dans le principe, a` un certain nombre d’e´coulements types. On trouve deux principaux exemples
pratiques, les couches limites planes (cisaille´ ou conduit par la pression) et l’e´coulement de Poi-
seuille dans une conduite. On trouve aussi des exemples pratiques d’e´coulement de Poiseuille plan
et Couette plan (e´changeurs thermiques etc.) et Taylor Couette (entre autres en astrophysique). Ces
trois derniers pre´sentent l’inte´reˆt d’eˆtre relativement simples et de contenir les meˆmes ide´es que des
cas plus complexes. La turbulence re´duit le de´bit et favorise le me´lange, elle peut eˆtre un avantage
ou` un inconve´nient selon les situations. Beaucoup de cas d’inte´reˆt se situent dans le re´gime de tran-
sition a` la turbulence. Ce re´gime, de´crit depuis Reynolds dans le cas de la conduite, n’est pourtant
compris que tre`s partiellement, peut eˆtre moins que des re´gimes de turbulence plus de´veloppe´s [72].
Cela est du principalement a` la cohabitation laminaire-turbulente qu’on peut retrouver dans tous ces
e´coulements.
Ces e´coulements de parois peuvent se diviser en deux grands types, selon le nombre de dimensions
dans lesquelles ils peuvent s’e´tendre : soit une (Poiseuille dans une conduite) soit deux (Couette plan,
Poiseuille plan, Taylor Couette et les couches limites). On parlera souvent de quasi-unidimensionnel
ou quasi-bidimensionnels. On introduit parfois (surtout dans les cas expe´rimentaux) la distinction
entre les e´coulements cisaille´s et ceux pousse´s par la pression. Les e´coulements les plus simples de
chaque type servent donc de syste`me mode`le pour explorer le comportement de la transition a` la
turbulence, les me´canismes identifie´s, les mode`les de´veloppe´es, les ide´es ge´ne´rales issues de ces cas
peuvent ensuite eˆtre transpose´s aux cas plus complexes, puis finalement aux cas d’inte´reˆt pratique.
On aura dans ce manuscrit une approche exploratoire et de mode´lisations, et on ne cherchera pas,
par exemple a` proposer des strate´gies de controˆle. On s’attaquera au cas quasi-bidimensionnel, notre
choix d’e´coulement type se porte alors sur Couette plan : c’est la ge´ome´trie la plus simple, et celui
qui demande le moins de moyens et pose le moins de complications pour une approche nume´rique de
type mode`le re´duit ou Simulation Nume´rique Directe (DNS).
1
2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GE´NE´RALE
1.2 Phe´nome´nologie ge´ne´rale de la transition
On pre´sente en premier lieu la phe´nome´nologie de la transition vers la turbulence dans les
e´coulements de paroi, et en particulier dans Couette plan. On se concentre sur une description plus
qualitative, mettant en avant les e´chelles et les types de comportement rencontre´s. On fera la com-
paraison entre Couette plan (et TCF) et Poiseuille dans une conduite en mettant l’accent sur les
ressemblances et la possibilite´ de transposer des ide´es d’un e´coulement vers l’autre.
1.2.1 Comportement laminaire des e´coulements de paroi
On commence par une description de l’e´coulement de Couette plan qui permet d’introduire le
parame`tre de controˆle R, le nombre de Reynolds, central dans l’e´tude de la transition. Les e´coulements
de base laminaire des e´coulements de parois sont de´crits dans tous les manuels de me´canique des fluides
e´le´mentaires. Les couches limites, le´ge`rement plus ardues, sont de´crites dans des chapitres un peu
plus avance´s [55]. L’e´coulement de Couette plan est l’e´coulement entre deux plaques planes se´pare´es
d’une distance 2h, chacune en de´placement a` la vitesse ±U , de taille Lx×Lz (figure 1.1 (a)). Comme
dans tous les autres exemples, une fois les e´quations de Navier–Stokes adimensionne´es, il ne reste
plus qu’un parame`tre de controˆle, le nombre de Reynolds R = hU/ν, qui mesure le poids relatif de
l’advection et de la dissipation visqueuse [55], ou d’un point de vue le´ge`rement diffe´rent, le rapport
des temps caracte´ristiques d’advection et de diffusion. Les tailles adimensionne´es Lx/h et Lz/h jouent
un roˆle relativement important. Une meilleure comparaison entre les e´coulements peut eˆtre faite en
ajustant la de´finition de R (a` un facteur multiplicatif pre`s).
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Figure 1.1 – (a) Sche´ma de l’e´coulement de Couette plan. (b) Exemple de solution non line´aire
instable de Navier–Stokes pour un profil de base sinusoidal a` R = 125 [63], niveaux de couleurs :
champ de vitesse longitudinal, vecteurs : champ de vitesse transverse et normal a` la paroi.
Un certain nombre de situations, avec ou sans e´coulement de base, comme la convection thermique
de Rayleigh–Be´nard, ou l’e´coulement de Taylor–Couette avec rotation inte´rieure, suit un sce´nario
classique de transition vers la turbulence [19,67], quand le parame`tre de controˆle, respectivement, le
nombre de Rayleigh (Ra) et le nombre de Taylor (Ta) sont augmente´s via une se´rie de bifurcations,
ou` chaque e´tat, a` commencer par l’e´coulement de base, devient instable pour laisser place a` un e´tat
un peu plus complexe. Le chaos apparaˆıt apre`s un nombre fini de bifurcations [67]. La situation est
radicalement diffe´rente dans les e´coulements de paroi (Couette plan, Taylor–Couette contra-rotatif
etc.) : l’e´coulement de base est stable pour tout nombre de Reynolds (dans le cas de Couette plan
ou de la conduite [24, 88]) ou jusqu’a` un nombre de Reynolds RTS a` partir duquel se de´veloppent
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des ondes de Tollmien–Schlichting [16, 24] (dans le cas de Poiseuille plan et de la Couche limite).
Cependant, la turbulence existe a` des nombres de Reynolds finis, bien infe´rieurs a` RTS. Le cas de
Taylor–Couette est le´ge`rement diffe´rent : il y a deux parame`tres de controˆle Ro et Ri, on peut atteindre
la turbulence de paroi en partant du sce´nario classique de bifurcations de Taylor–Couette en jouant
avec les parame`tres [2, 73]. Mais il contient lui aussi le sce´nario de transition de la turbulence de
paroi 1. Il apparaˆıt ainsi que le sce´nario classique d’une se´rie de bifurcations est insuffisant pour
de´crire cette transition.
1.2.2 Turbulence de paroi a` bas nombre de Reynolds
Ainsi, dans le cas de la turbulence de paroi, la phe´nome´nologie fait apparaˆıtre un sce´nario diffe´rent,
discontinu, dans lequel la taille adimensionne´e, donne´e par Lx et Lz joue un roˆle non ne´gligeable.
On distingue sche´matiquement deux cas, en allant du plus simple au plus complexe, celui de la
petite taille, dit de la Minimal Flow Unit qui pre´suppose des conditions de bord pe´riodiques. On
passe ensuite aux tailles plus grandes, qui permettent la transition avec des conditions de bord plus
re´alistes. On prend ainsi une approche plus the´matique qu’historique.
Petites e´chelles : Minimal Flow Unit
La minimal flow unit, ou la taille de domaine pe´riodique (dans Couette plan, Poiseuille plan etc.),
en dessous de laquelle la turbulence de paroi ne peut se maintenir quel que soit R, a e´te´ mise en
e´vidence a` l’aide de DNS [49]. Cette approche met en e´vidence la structure de base de la turbulence
de paroi. Si la convection de Rayleigh–Be´nard ou l’e´coulement de Taylor–Couette ont leurs rouleaux,
dont l’amplitude de´pend continuement du parame`tre de controˆle, comme il sied pour une bifurcation
super-critique, la turbulence de paroi a les streaks et streamwise vortices (ou vortex longitudinaux)
(Fig. 1.1 (b)). Ces structures, dont l’e´volution est chaotique dans la MFU se maintiennent avec une
amplitude finie lorsqu’on baisse R jusqu’a` un nombre de Reynolds seuil, puis disparaissent. Cela
tient au fait que la “transition” 2 est discontinue. On trouve l’hyste´resis dans les cas les plus simples
(conduite, Couette plan). L’organisation pre´cise des streaks et vortex de´pend de l’e´coulement, mais
on les retrouve dans tous les cas. Leur interaction est a` la base du processus auto-entretenu de la
turbulence de paroi (de´crit dans la section suivante), les longueurs d’ondes transverses de l’ordre de
l’e´paisseur, et la dure´e du cycle de renouvellement est toujours de l’ordre de la centaine de temps de
retournement. On peut aussi montrer que la dynamique peut bien eˆtre de´crite par un petit nombre
de modes [40, 100, 101], rendant pertinente la description du syste`me dans l’espace des phases.
En plus de mettre en e´vidence cette caracte´ristique des e´coulements de paroi, cette approche a
e´te´ a` la base d’une partie des mode´lisations et interpre´tation de la transition en termes de syste`mes
dynamiques. On trouve deux comportements distincts d’un syste`me chaotique : d’une part la dyna-
mique autour (dans l’espace des phase) du cycle auto-entretenu, d’autre part, les e´chappements vers
le laminaire [33,67]. En effet, une autre caracte´ristique de la transition mise en e´vidence dans la MFU
est que la turbulence de paroi contient un caracte`re transitoire [31,32], avec une statistique des temps
1. On peut aussi la rejoindre dans le cas de Poiseuille plan et de la couche limite en passant par les ondes de
Tollmien–Schlichting, mais ce n’est pas le cas qui se manifeste expe´rimentalement le plus simplement.
2. Le terme doit eˆtre pris avec un sens assez large. On discutera du choix de terminologie dans la section suivante
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Figure 1.2 – Cre´ation de vorticite´ azimutale dans une couche cisaille´e cre´e´e par un streak en amont
d’un puff dans l’e´coulement de Hagen–Poiseuille dans une conduite a` R = 2226 [86]
de vie. Dans le cadre de la MFU, ou` le re´gime transitionnel correspond a` du chaos a` petit nombre de
degre´s de liberte´, ce caracte`re est typique [53].
Toujours du point de vue de la petite e´chelle, la comparaison a` l’e´coulement de Poiseuille dans
une conduite est toujours inte´ressante. En effet, cet e´coulement contient bon nombre de phe´nome`nes
aussi pre´sent dans les e´coulements de Couette et Poiseuille plan. Ainsi dans les zones interme´diaires
entre le corps du puff ou du slug, on trouve un type d’instabilite´ de cisaillement diffe´rente de celle
de l’instabilite´ des streaks [28, 86]. Celle-ci concerne la couche cisaille´e dans le plan r − z et cre´e de
la vorticite´ azimutale (Fig. 1.2). Cette vorticite´ azimutale est advecte´e vers le corps du puff ou en
arrie`re du slug. On perd cependant la trace de son comportement de´taille´ dans ces re´gions.
Grandes e´chelles : cohabitation laminaire-turbulent
La phe´nome´nologie des e´coulements transitionnels a` plus grande taille est plus complexe que celle
de la MFU, et ce a` cause d’un autre trait lie´ au caracte`re discontinu de la transition : la localisation
de la turbulence et la cohabitation laminaire-turbulente. Le nombre de dimensions dans lesquelles
peut s’e´tendre l’e´coulement (soit une ou deux, la troisie`me e´tant normale a` la paroi) va trancher entre
les types de comportements. Ainsi, la cohabitation va suivre deux types de comportements distincts
selon que l’e´coulement est quasi unidimensionnel (la conduite) ou quasi-bidimensionnel (notre cas,
Couette plan).
Du point de vue de la phe´nome´nologie, le cas le plus simple est le cas quasi bidimensionnel des
e´coulements de Couette plan et de Taylor–Couette contra-rotatif. La coexistence laminaire-turbulente
a e´te´ constate´e expe´rimentalement pour la premie`re fois dans le cadre de l’e´coulement de Taylor–
Couette [17,18]. Les spirales turbulentes a e´te´ explore´e quantitativement extensivement dans le cadre
de l’e´coulement de Taylor–Couette. Les bandes obliques ont e´te´ observe´e qualitativement dans le cas
de l’e´coulement de Couette plan expe´rimentalement.
Pour les plus grands nombres de Reynolds, un germe suffisamment grand, cisaille´ et intense
va cre´er un spot turbulent [56]. Ce spot a une forme de losange, et va croˆıtre jusqu’a` ce que la
turbulence envahisse tout le domaine. Autour de la gamme transitionnelle, la turbulence prend la
forme de streaks et de vortex longitudinaux [5, 21, 58, 77]. Ils sont se´pare´s par une longueur d’onde
transverse en bon accord avec celle trouve´e dans la MFU. Le re´gime permanent, qui ne contient pas
de trous laminaires est souvent dit featureless. Une particularite´ inte´ressante se manifeste avec le spot
turbulent : ce sont les e´coulements a` grande e´chelle (par rapport a` celle de la paroi et de la longueur
d’onde transverse entre deux streaks), qui prennent la forme d’un e´coulement quadrupolaire dans le
cas du spot turbulent.
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(a)
(b) (c)
Figure 1.3 – (a) :Exemple de spot turbulent dans l’e´coulement de Couette plan, niveaux de gris de
vy (DNS, Duguet et al. [26]). (b,c) Exemples de bande oblique. (b) : Photographie du motif dans
l’e´coulement de Couette plan (les bandes turbulentes sont re´ve´le´es graˆce aux paillettes de Kaliro-
scope), R = 358, [73] (c) : niveaux de couleurs de ~v2, la perturbation a` l’e´coulement laminaire,
re´sultat de simulations nume´riques, Lx × Lz = 432× 256, R = 290.
Pour les nombres de Reynolds infe´rieurs a` Rt ≃ 415, la cohabitation se manifeste. On peut
obtenir de la turbulence de deux manie`res : soit en abaissant par trempe ou adiabatiquement le
nombre de Reynolds depuis la turbulence featureless [73], soit en cre´ant un germe [12, 13]. Dans
le premier cas, on voit apparaˆıtre des trous laminaires qui se re´organisent en bandes obliques [26].
Dans le cas d’un germe, on a une phase de croissance de spot, qui prend d’abord une forme de
losange, puis se dissyme´trise en bandes obliques et suit une croissance labyrinthique (Fig. 1.3 (a))
avant que l’ensemble du domaine soit occupe´e par une ou des bandes [26] (Fig. 1.3 (b,c)). Ces bandes
obliques correspondent au fameux re´gime de turbulence en spirale, ou barber pole turbulence, de
l’e´coulement de Taylor Couette (Fig. 1.4 (b)). Ce re´gime oblique a e´te´ simule´ pour la premie`re fois
dans un domaine pe´riodique oblique [5–7, 96]. Depuis, il a e´te´ reproduit dans diffe´rents e´coulements
quasi-bidimensionnels dans des ge´ome´tries moins contraintes [1, 26, 58, 77, 92, 94].
Une premie`re constatation est que l’on peut de´finir, apre`s moyennage en temps, un e´coulement de
grande e´chelle le long des bandes [6,17,18]. Deuxie`mement, dans Taylor Couette comme dans Couette
plan, si le domaine est assez grand pour contenir plusieurs longueurs d’ondes, les bandes obliques
restent de´sorganise´es pre`s de Rt (Fig. 1.4 (c)) tandis qu’elles s’organisent progressivement pour des
nombres de Reynolds infe´rieurs. Ce re´gime de´sorganise´ reste relativement complexe en espace. Lorsque
les bandes sont organise´es, le re´gime est extreˆmement re´gulier en temps et en espace [6, 73, 75]. Une
troisie`me constatation [6, 73–75, 96] est que le re´gime de bandes correspond a` une modulation en
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(a) (b) (c)
Figure 1.4 – Photographies du motif dans l’e´coulement de Taylor–Couette plan obtenues par Prigent
[73] (les bandes turbulentes sont re´ve´le´es graˆce aux paillettes de Kaliroscope), (a) re´gime de bandes
fragmente´es R0 = −1050, Ri = 620, (b) : re´gime de bandes organise´es R0 = −1200, Ri = 790 (c) :
re´gime a` grand nombre de Reynolds R0 = −1200, Ri = 760.
(a) :
(b) :
(c) :
Figure 1.5 – Exemples de puffs dans PPF (a) DNS R = 2300 (Avila et al. [3]), (b) expe´rience
R = 2500 (Wygnanski & Champagne [102]), (c) slugs dans l’e´coulement de Poiseuille dans une
conduite R = 3000 (Duguet et al. [28]) turbulents dans des DNS.
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Figure 1.6 – Diagramme des re´gimes dans l’e´coulement de Couette plan en fonction du nombre de
Reynolds, tire´ des expe´riences [73].
bonne approximation sinuso¨ıdale de l’intensite´ de la turbulence. Pour cette raison, le mode de Fourier
fondamental du motif, ainsi que les quantite´s qui en sont de´rive´es [7, 73–75] sont un tre`s bon moyen
de quantifier la modulation et sa disparition a` Rt.
Lorsque le nombre de Reynolds est diminue´, on atteint un autre re´gime complexe (figure 1.4
(a)) [73]. On voit apparaˆıtre des relaminarisation, des trous dans les bandes. Cela conduit a` une
fragmentation des bandes [73] qui suit parfois une dynamique complexe (Fig. 1.4 (a)). En dessous
d’un second nombre de Reynolds Rg ≃ 325, cela conduit apre`s un transitoire parfois complexe a` la
relaminarisation. La question de la turbulence transitoire re´apparaˆıt dans ce re´gime. En l’e´tat actuel,
elle n’est expe´rimentalement de´finie qu’en tant que dure´e de vie d’un objet unique (bande) [85]. On ne
dispose pas de donne´es sur le comportement de transitoires de plusieurs bandes. On peut concentrer
ces re´sultats expe´rimentaux sur un diagramme de phase pour le cas de l’e´coulement de Couette plan
(Fig. 1.6).
Le cas quasi-unidimensionnel de la conduite pre´sente l’inte´reˆt de contenir, de manie`re plus ac-
cessible, une partie de la phe´nome´nologie de Couette, parce que les interfaces laminaire-turbulent
sont plus localise´es. C’est sur ce cas qu’Osborne Reynolds a mis en e´vidence la transition [76] et ses
principales caracte´ristiques : la stabilite´ de l’e´coulement de base laminaire, la ne´cessite´ de perturba-
tions d’amplitude finies pour de´clencher la turbulence, le coˆte´ tre`s intermittent de la turbulence, et
la de´finition du nombre de Reynolds comme unique parame`tre de controˆle de la transition.
Pour le haut de la gamme transitionnelle [28] la croissance a` partir d’un germe conduit au re´gime
dit de slug (Fig. 1.5), pour lequel la turbulence envahi de manie`re monotone la conduite (avec des
vitesses diffe´rentes en amont et en aval). L’organisation spatiale de l’intensite´ de la turbulence est
syme´trique entre amont et aval du slug [102]. Ce re´gime est similaire a` la turbulence uniforme dans
Couette pour R > Rt.
Pour des nombres de Reynolds un peu plus faibles, on trouve le re´gime tre`s intermittent, dit de
puff [28,102] (Fig. 1.5). Les puffs sont me´tastables : ils peuvent soit relaminariser, soit ge´ne´rer un autre
puff en amont par un processus complexe qu’on peut re´sumer par une croissance du puff puis une
se´paration autour de son milieu. On parle de puff splitting [65]. Les se´parations et relaminarisations
d’un puff donne´ ont des statistiques de temps poissonnienne bien de´finies [3]. Lorsque le nombre
de Reynolds est de´cru, les se´parations sont de plus en plus rares, et le temps entre se´parations
moyen devient beaucoup plus grand devant celui des relaminarisations [3]. Ces deux temps de vie se
croisent a` un nombre de Reynolds R = 2040. On tombe alors sur un re´gime de turbulence purement
transitoire. A` la diffe´rence des e´coulements quasi bidimensionnels, les statistiques de temps de vie
de la turbulence de´pendent peu de la taille, principalement parce qu’a` ces Reynolds on regarde le
comportement d’un puff isole´ [3]. La conse´quence de ces deux processus est que dans les conduites
suffisamment longues, dans une gamme de nombre de Reynolds interme´diaire, on voit apparaˆıtre une
coexistence laminaire-turbulence, avec une distribution de longueurs d’onde entre puffs [65, 83].
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Dans les cas quasi-unidimensionnels comme quasi-bidimensionnels, la fraction turbulente (parfois
appele´e facteur d’intermittence) apparaˆıt comme une quantite´ particulie`rement adapte´e pour mettre
en e´vidence la transition [8]. Cela est particulie`rement vrai autour de Rg. Cela tient au fait qu’en
moyenne la fraction turbulente est bien de´finie pour un nombre de Reynolds donne´ et quantifie la
cohabitation.
En remarque supple´mentaire, on peut noter que des e´coulements le´ge`rement plus complexes,
contenant de la rotation, un gradient de tempe´rature, des effets magne´tiques etc. [14, 93] ont un
comportement similaire : en particulier, on retrouve des bandes obliques, parfois pour des nombres
de Reynolds tre`s e´leve´s, lorsque l’effet supple´mentaire joue un roˆle stabilisateur. Il apparaˆıt que la
taille des bandes suit une loi d’e´chelle donne´e par la taille du gap, elle reste donc du meˆme ordre de
grandeur lorsque R augmente, tandis que la turbulence dans les bandes a des e´chelles dites interne,
en wall unit, de´croissant comme 1/R [72].
Les particularite´s de la phe´nome´nologie en domaine pe´riodique
(a) (b)
Figure 1.7 – Niveaux de couleur de v2, l’e´cart a` l’e´coulement laminaire, dans une DNS de
l’e´coulement de Couette plan, dans des plans y = −0.62 (a) : y = 0.62 (b) : dans un domaine
pe´riodique, Lx = 110, Lz = 72, R = 370 a` Ny = 27 et Nxx, z/Lx,z = 6.
On de´crit la phe´nome´nologie du motif en domaine pe´riodique de taille de l’ordre de la longueur
d’onde, qu’on peut illustrer par la norme de l’e´cart a` l’e´coulement laminaire (Fig. 1.7). Les streaks
apportent la contribution la plus importante a` ~v2. Les effets des conditions de bord se font encore
sentir, mais sur la bande plutoˆt que sur les streaks et vortex. On se base principalement sur les
descriptions de Barkley & Tuckerman [5]. Ces remarques sont utiles pour fixer le cadre pour les
e´tudes, en domaine pe´riodique, ainsi que pour faire les choix adapte´s lors des simulations nume´riques
directes.
L’augmentation du nombre de Reynolds induit deux effets : l’augmentation de la taille du domaine
occupe´ par la turbulence, et l’augmentation du bruit cause´ par la turbulence. La combinaison de ces
deux effets va avoir deux conse´quences : d’une part, des fluctuations d’orientation sur des e´chelles
de temps de l’ordre de plusieurs milliers de temps de retournement (visible uniquement en domaine
non contraint en orientation), d’autre part des disparitions transitoires des trous laminaires, sur des
e´chelles de temps de l’ordre de plusieurs centaines de temps de retournement, bien plus visibles que
dans les expe´riences de Prigent et al..
Les longueurs d’ondes permises pour les bandes dans un domaine pe´riodique sont des sous mul-
tiples de la taille du domaine. Cela impose une se´lection de nombre d’onde, entre ceux permis par
le syste`me et les optimaux pour la bande [73, 75]. Ainsi quand on examine des domaines de taille
croissante, on va voir augmenter la longueur d’onde de la bande pre´sente, jusqu’a` ce que le syste`me
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pre´fe`re avoir une longueur d’onde infe´rieure. Le re´gime de taille interme´diaire entre deux nombres de
longueur d’onde va contenir une compe´tition de longueur d’onde et d’orientation.
En suivant une bande dans un domaine pe´riodique sur des temps tre`s longs (de l’ordre de plusieurs
dizaines a` centaines de milliers de temps de retournement), elle se de´place de manie`re erratique dans
le domaine.
1.2.3 Les e´coulements de´veloppe´s spatialement
Principe
Les e´coulements de´veloppe´s spatialement correspondent a` tous les cas ou` l’e´coulement de base
de´pendant principalement d’une coordonne´e y, e´volue lentement dans une ou deux autres directions
x et z (dans lesquels pointent la principale composante du vecteur vitesse) [46, 47]. La principale
particularite´ des profils dans la direction y est d’avoir une couche de cisaillement instable. De nom-
breux exemples peuvent se trouver dans des sillages, jets etc.. Une des particularite´s de ces e´tudes
d’instabilite´s est de faire la distinction entre une instabilite´ convective (Fig. 1.8 (a)), pour laquelle les
perturbations sous forme de paquet d’onde sont advecte´es en espace et sont e´ventuellement e´vacue´es,
et une instabilite´ absolue pour lesquelles les perturbations croissent sur place. Cette distinction prend
e´videmment son sens quand un e´le´ment particulier permet de choisir un re´fe´rentiel donne´. La lenteur
de l’e´volution de l’e´coulement de base dans la direction x (voire z) va permettre ce qu’on appelle l’ap-
proximation locale ou quasi-paralle`le du profil. La stabilite´ de l’e´coulement peut s’e´tudier en premie`re
approximation sur chacun des profils suppose´s paralle`les. Ainsi, on peut voir des situations ou`, selon
le lieu dans l’e´coulement, on trouve des zones ou` l’e´coulement est stable, convectivement instable
ou absolument instable. Le caracte`re absolu ou convectif peut eˆtre de´terminer grace au crite`re de
Briggs–Bers sur la stabilite´ asymptotique de l’e´coulement [47] . Les zones absolument instables ayant
une tendance a` eˆtre des oscillateurs une fois sature´es, les zones convectivement instable, elles, ayant
tendance a` amplifier des perturbations qu’elles advectent. L’e´coulement n’est globalement (au sens
spatial) instable que s’il existe des zones d’instabilite´s absolue, et on va voir apparaˆıtre des com-
portements particuliers aux fronts entre zones d’instabilite´s absolue et convective, de type e´mission
d’onde.
La phe´nome´nologie de ces e´coulements montre un sce´nario de transition vers la turbulence prin-
cipalement spatial, qui font ge´ne´ralement appel a` une instabilite´ globale et une transition convec-
tif/absolu. On constate des se´ries d’instabilite´s, d’e´volution vers un e´tat plus complexe puis d’insta-
bilite´ de ces e´tats.
Figure 1.8 – Sche´ma de principe de la croissance d’un paquet d’onde pour un e´coulement convecti-
vement instable, marginalement absolument instable et absolument instable.
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Lien avec le proble`me
La relation entre ce sce´nario et la transition des e´coulements de paroi paralle`les et line´airement
stables n’est a priori pas e´vident. Cependant l’e´coulement grande e´chelle et le comportement a` pe-
tite e´chelle de la cohabitation laminaire-turbulente peut venir cre´er une situation tre`s similaire. En
effet, on constate dans les DNS des puffs me´tastables que les couches de me´lange ge´ne´re´es par les
streaks sont instables vis a` vis d’instabilite´s de type Kelvin–Helmholtz et qu’elles subissent l’advec-
tion de l’e´coulement grande e´chelle [28,87] (Fig. 1.2). Ce dernier va e´voluer spatialement relativement
lentement par rapport a` la longueur d’onde de l’instabilite´.
Une des difficulte´s pour identifier des instabilite´s dans ce type de cadre va eˆtre de mettre en
e´vidence un e´coulement qu’on peut supposer de base, ou du moins, une situation quasi-permanente et
re´gulie`re repre´sentant suffisamment bien l’e´coulement pour qu’elle puisse de´crire des caracte´ristiques
de l’instabilite´ dans l’e´coulement turbulent. Cette e´tape est ne´cessaire ne serait ce que pour diffe´rencier
instabilite´ et e´coulement non-perturbe´. Dans certains cas, on peut extraire le comportement a` petite
e´chelle, ne serait ce que qualitativement d’une solution permanente des e´quations de Navier–Stokes
[101]. Elle est e´videmment ne´cessaire pour e´tudier la stabilite´ de l’e´coulement. Le plus souvent, en
particulier quand certaines composantes des me´canismes sont mals connus, on doit reposer sur des
e´chantillonnages des expe´riences (re´elles ou nume´riques). Diffe´rentes approches sont possibles comme
l’e´chantillonnage brut des champ de vitesse [60] (a` plus haut Reynolds). Dans d’autres situations,
l’ajustement des donne´es par un profil classique, avec quelques parame`tres ajustables, peut se re´ve´ler
utile [105]. A` chaque fois, des quantite´s caracte´ristiques apparaissent : amplitude du champ de vitesse,
e´chelle caracte´ristique de variation spatiale, positions des maxima etc.. Dans tous les cas, l’ensemble
de la distribution de profils doit eˆtre teste´e, on trouve souvent que seule une part assez re´duite et
relativement intense de la distribution de profils est instable [60,90]. Dans chacun de ces cas, un mode`le
de tension de Reynolds ou de viscosite´ turbulente classique, qui maintient le profil a` l’e´quilibre, est
utilise´. Dans les cas a` tre`s bas Reynolds, ou` ces mode`les ne sont plus valides, une approche ad hoc
peut eˆtre ne´cessaire.
1.3 Diffe´rentes approches de mode´lisation
On passe d’un point de vue expe´rience et DNS a` des approches, nume´riques ou analytiques,
centre´es sur une ou quelques particularite´s de l’e´coulement pour les isoler et les mettre en e´vidence.
On peut se´parer les mode´lisations en deux parts, d’une part a` petite e´chelle, partant de Navier–Stokes
et cherchant a` retrouver le comportement de la turbulence a` grande e´chelle, d’autre part a` grande
e´chelle, partant de donne´es e´chantillonne´es, et cherchant a` donner un cadre d’e´tude.
1.3.1 Petite e´chelle
Du point de vue de la petite e´chelle, on s’inte´resse surtout aux instabilite´s line´aires et a` la forme
de l’espace des phases. Le but est de donner une description the´orique aux expe´riences nume´riques
en MFU, a` comprendre les me´canismes de maintien de la turbulence et les me´canismes de relamina-
risation.
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Perturbations optimales line´aires
Face a` l’e´chec de l’approche line´aire modale classique, une premie`re possibilite´ de solution, toujours
line´aire, consiste en l’e´tude non-modale du syste`me [16, 88]. En effet, meˆme si, pour un syste`me
line´airement stable, toute condition initiale retourne asymptotiquement vers 0, l’e´volution a` partir
de certaines conditions initiales pre´sente un maximum d’e´nergie effective en un temps fini. On parle
de croissance transitoire [16, 88]. L’ide´e derrie`re cette approche est qu’une telle condition initiale,
d’amplitude non plus infinite´simale mais finie peut suivre un comportement bien de´crit par l’ope´rateur
line´aire, et croˆıtre suffisamment pour atteindre un re´gime non-line´aire. Pour obtenir une telle condition
initiale et un tel comportement, il faut choisir une combinaison line´aire adapte´e de modes propres
de l’ope´rateur line´arise´ du syste`me 3, par une proce´dure d’optimisation d’un gain (ge´ne´ralement la
norme du champ de vitesse au bout d’un temps T sur la norme de la condition initiale), par rapport
a` la condition initiale.
Ces normes sont souvent interpre´te´es comme des e´nergies du syste`me, et l’interpre´tation de per-
turbation optimisant l’e´nergie du syste`me est relativement claire. Une faiblesse de l’approche est de
ne´gliger entie`rement l’aspect non line´aire et d’amplitude finie de la turbulence dans les e´coulements
de parois. On peut tre`s bien concevoir des exemples pre´sentant de la croissance transitoire a` l’ordre
line´aire, mais de´connecte´s d’un e´tat non-trivial a` l’ordre non line´aire [22, 100], ce qui ne´cessite de
de´placer les e´tudes line´aire a` une base non triviale, diffe´rente de l’e´coulement laminaire.
Cela e´tant dit, un des principaux succe`s de l’approche a e´te´ de mettre en e´vidence le me´canisme dit
de lift-up par les vortex longitudinaux [101]. Cette perturbation optimale, tridimensionnelle, advecte
du fluide rapide d’une re´gion de l’e´coulement vers une autre. Elle contient les streamwise vortices
des e´coulements turbulents et peut eˆtre tenue comme responsable de la formation des streaks. Les
longueurs d’onde pre´sentes sont en bon accord avec les constatations expe´rimentales.
Identification du cycle auto-entretenu
L’e´tude de la MFU permet de mettre en e´vidence le processus d’auto-entretien de la turbulence
de paroi, ou Self-Sustained Process, ne serait-ce que d’un point de vue qualitatif [40, 49]. L’ide´e qui
ressort des DNS est que les streaks dans une petite cellule (Fig. 1.1 (b)) subissent une instabilite´ de
Kelvin–Helmholtz dans le plan x − z. L’instabilite´ forme de la vorticite´ normale a` la paroi ωy qui
est transforme´e en vortex longitudinaux (Fig. 1.1 (b)) par l’e´coulement de base. Ces vortex, via le
me´canisme de lift-up, reforment les streaks. Ces constatations des DNS peuvent eˆtre mises dans le
contexte de mode`les relativement simples [101]. On peut en tirer l’instabilite´ des streaks, de pulsation
nulle. En prenant une approche de type mode`le re´duit, i.e. avec un bon choix limite´ de modes dans
la direction y perpendiculaire a` la paroi, on peut de´crire l’ensemble de la dynamique non-line´aire
du cycle. On peut ainsi commencer par identifier une bifurcation de Hopf, conduisant a` un e´tat
pe´riodique, autour de R ∼ 100, puis des bifurcations homoclines autour de R ∼ 350, conduisant a` un
e´tat suivant le cycle et pouvant e´ventuellement relaminariser [100,101]. Cette approche traite´e analy-
tiquement dans un e´coulement type peut eˆtre transpose´e a` tous les e´coulements de paroi classiques.
Ces approches mettent de plus en e´vidence d’autres instabilite´s de cisaillement des profils de type
streaks qui correspondent au cisaillement dans la direction y et ont une pulsation non nulle [101].
D’autre types d’approches de ce genre de cycles dans les e´coulements cisaille´es sont possibles [90], elles
3. D’ou` le nom d’approche non-modale
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ont l’inte´reˆt de mettre en e´vidence les conditions sur “l’amplitude” des streaks pour que l’instabilite´
se produise.
Ce type d’approche peut motiver des e´tudes comple`tement non-line´aires des e´quations de Navier–
Stokes, pour mettre en e´vidence les e´quivalents des trajectoires pe´riodiques et homoclines des mode`les.
La premie`re solution exacte non-line´aire des e´quations de Navier–Stokes a e´te´ mise en e´vidence par
Nagata [66]. En termes de forme et de nombre de Reynolds, elle correspond a` la bifurcation de Hopf
du mode`le de Waleffe. Depuis, motive´ par le succe`s du processus auto-entretenu, un certain nombre
d’ondes, solutions exactes etc. ont e´te´s mises en e´vidences dans les diffe´rents e´coulements de paroi.
Elles apportent une aide a` la compre´hension du chaos a` petit nombre de degre´s de liberte´ qu’on trouve
dans les syste`mes de type MFU. En effet elle peuvent jouer le roˆle de trajectoires autour desquelles
s’organise l’attracteur chaotique du syste`me [67].
Frontie`re : edge states et perturbations optimales non line´aires
E´tant donne´ que la turbulence de paroi peut eˆtre transitoire dans une certaine gamme de nombre
de Reynolds, la question de savoir si le comportement chaotique dans la MFU est un attracteur ou un
repulseur se pose. Paralle`lement, se pose aussi la question de la frontie`re entre l’e´tat chaotique et l’e´tat
laminaire. En effet, si les solutions particulie`res apportent de l’information sur le chaos correspondant
a` la turbulence, elles n’informent pas sur l’e´chappement du voisinage de l’attracteur chaotique vers
le re´gime laminaire. Des mode`les simples [101] mettent en e´vidence l’importance d’une telle frontie`re
se´parant les deux e´tats, sous la forme d’un point col. En retournant aux e´quations de Navier–Stokes,
ces frontie`res peuvent eˆtre explore´es dans les simulations nume´riques.
Des approches par dichotomie [25, 28, 89, 103] ont mis en e´vidence la frontie`re entre le bassin
d’attraction laminaire et l’e´tat turbulent. On peut d’une part mettre en e´vidence la structure de
ce type d’e´tat, mais aussi le fait qu’ils vivent sur la separatrix 4 dans l’espace des phases entre l’e´tat
laminaire et l’e´tat turbulent. Cette dernie`re est peuple´a` de points cols, le plus souvent avec une varie´te´
instable de dimension 1 : une le´ge`re perturbation dans une direction conduit a` l’e´tat laminaire, dans
l’autre vers l’e´tat turbulent. Au dela` de leur organisation spatiale, on peut par exemple mettre en
e´vidence la distance de cette frontie`re a` l’e´tat laminaire en fonction des parame`tres.
En abordant le proble`me de l’autre direction, c’est a` dire du passage de l’e´tat laminaire vers l’e´tat
turbulent, on peut de´terminer des perturbations optimales non-line´aires [27, 64]. On cherche ainsi a`
optimiser la forme de la condition initiale, vis a` vis d’une fonction de couˆt de la trajectoire, et a`
minimiser son amplitude pour avoir une trajectoire passant par les cols et allant de la proximite´ de
l’e´tat laminaire vers la turbulence. On obtient ainsi un proble`me variationnel relativement complexe
[64]. L’ajout de contraintes a` cette fonction de couˆt du point de vue du comportement de l’e´coulement
permet d’ame´liorer la solution, c’est a` dire, de re´duire l’amplitude de la condition initiale. Un autre
inte´reˆt d’une telle approche est de mettre en e´vidence la succession d’e´tats par lesquels l’e´coulement
passe du laminaire au turbulent.
4. Aussi dite frontie`re de bassin d’attraction. Dans le langage des syste`mes dynamiques, pour une EDO dans un
espace de dimension n il s’agit de la varie´te´ de dimension n− 1 se´parant deux types de comportements [53]
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1.3.2 Grande e´chelle
On mode´lise deux aspects de la cohabitation laminaire-turbulent. On peut d’une part vouloir
de´crire la coexistence en elle-meˆme, i.e. mode´liser le comportement des grandeurs du type fraction
turbulente, la question de l’invasion du laminaire par le turbulent, ou le contraire, dont on peut
e´ventuellement extraire un comportement re´gulier (bandes etc.). D’autre part, on peut prendre la
coexistence comme donne´e et mode´liser uniquement la modulation de la turbulence.
Mode´lisation de la coexistence laminaire-turbulente
Il s’agit surtout de mode´liser le comportement des fronts laminaires-turbulents, soit typiquement
le re´gime en spot isole´. Le comportement re´gulier en bandes peut sortir de ce type de mode`le.
L’approche la plus simple consiste en des e´quations d’amplitude isotrope. La variable utilise´e
dans ces e´quations correspond typiquement a` l’amplitude de la diffe´rence a` l’e´coulement laminaire,
nulle dans le laminaire et non nulle dans les re´gions turbulentes. On utilise un signe + devant les
non-line´arite´s cubiques et un signe − devant les non-line´arite´s quintiques pour prendre en compte
le caracte`re discontinu de la “transition”. Des termes diffusifs viennent ensuite rendre compte de la
contamination du laminaire par le turbulent [11, 13]. On peut ajuster ces e´quations mode`les pour
prendre en compte l’effet du bruit intrinse`que a` la turbulence, entre autres, mais il est difficile de
leur faire contenir le comportement transitoire pre`s de la disparition de la turbulence ainsi que du
caracte`re profonde´ment anisotrope de la croissance des spots, qui croissent en losanges ou en forme
de bandes selon le nombre de Reynolds.
D’un point de vue diffe´rent, le comportement le comportement de la turbulence de paroi a` la
transition a longtemps e´te´ compare´e au comportement de type intermittence spatio-temporelle que
l’on trouve dans la convection turbulente dans un anneau [71]. Les mode`les se comparent quantitati-
vement a` la percolation dirige´e. Les adaptations quantitatives de ce type d’approche a` la turbulence
de paroi ont longtemps e´te´ difficiles [12]. Ce n’est que re´cemment que la bonne connaissance obtenue
sur le comportement de l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite a permis la construction de
mode`les de re´action-diffusion et de re´seaux d’ite´rations couple´s [8]. Le de´tail du mode`le est partielle-
ment base´ sur l’hydrodynamique (choix des variables, brisure de syme´trie), ainsi que sur les mode`les
de re´action diffusion. Il est inte´ressant de voir que l’introduction d’un bruit multiplicatif donne aux
e´quations continues l’ensemble de la phe´nome´nologie de Poiseuille. Des tentatives d’extension de ce
type de mode`les a` Couette plan peuvent eˆtre conside´re´es avec un succe`s relatif quant au comporte-
ment de l’e´coulement dans la direction longitudinale, en particulier la modulation tre`s re´gulie`re de
type bande [9]. Ne´anmoins, ils ne contiennent pas le comportement oblique de l’e´coulement dans la
direction transverse. On peut eˆtre tente´ de faire la comparaison avec les mode`les de re´action diffusion
sur re´seau de type percolation dirige´e [44]. Ces derniers peuvent se reformuler sous la forme d’une
the´orie de champ, dont de´coulent des e´quations de Langevin pour une variable complexe avec bruit
multiplicatif (en racine). On peut en de´duire une e´quation d’e´volution pour une variable re´elle tre`s
similaire aux mode`les de l’e´coulement de Poiseuille.
Mode`lisation de la bande
Deux approches assez similaires ont e´te´ prises pour de´crire la spirale turbulente de l’e´coulement de
Taylor–Couette. La premie`re cherche a` faire sortir la cohabitation comme conse´quence des e´quations,
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la seconde, plus phe´nome`nologique de´crit directement le comportement de l’amplitude de la modu-
lation laminaire-turbulent.
Ainsi, en partant des mode`les quintiques utilise´s pour les spots, et en ajoutant un terme inte´gral,
base´ sur un argument sur la pression, quantifiant le degre´ d’occupation [42], on obtient une e´quation
d’amplitude pour l’intensite´ de la turbulence qui pre´sente la coexistence laminaire-turbulent. La
faiblesse de cette description est qu’elle ne fait pas apparaˆıtre de longueur d’onde : on ne trouve qu’une
zone “laminaire” et une zone “turbulente” dans le domaine quelque soit sa taille. Son avantage est de
donner une importance aux comportements a` grande e´chelle, comme les e´coulements moyens [6,51,91]
dans l’e´quation d’amplitude, a` la diffe´rence des non-line´arite´s qui traduisent un comportement local,
ou du terme diffusif qui traduit un comportement a` tre`s courte porte´e.
On peut palier ce de´faut en se plac¸ant a` un niveau infe´rieur de mode´lisation en de´crivant directe-
ment la bande a` l’aide d’une e´quation d’amplitude pour la modulation de la turbulence [73–75]. La
spirale turbulente de Taylor–Couette ressemblant beaucoup a` un motif anisotrope qui disparaˆıt appa-
remment continuement lorsqu’on augmente le nombre de Reynolds. On peut ainsi proposer un mode`le
de type Ginzburg–Landau anisotrope [19] pour rationaliser les mesures. Ainsi de´crire l’ensemble de
la statique et de la dynamique de l’e´coulement revient a` donner des valeurs a` quelques coefficients.
Prigent proposait de prendre en compte l’effet du bruit intrinse`que cause´ par la turbulence en ajoutant
un bruit additif transformant le mode`le de Ginzburg–Landau en mode`le de Langevin [98]. L’explo-
ration de ce mode`le et la comparaison avec l’e´coulement re´alise´e jusqu’a` pre´sent est moins extensive
que dans le cas de´terministe. En particulier ce mode`le ainsi que l’e´coulement peuvent contenir des
e´le´ments de type motif bruite´ [84] tre`s semblables aux phe´nome`nes critiques [104].
1.4 But et plan
On se penche dans la the`se sur des proble`mes ouverts en ce qui concerne la bande, en particulier
la description comple`te de la phe´nome´nologie de Couette plan ainsi que les me´canismes de formation
de la cohabitation. On va donc suivre deux approches distinctes. La premie`re est centre´e sur les
petites e´chelles, de l’ordre de l’e´paisseur, dans le contexte de la bande et de l’e´coulement moyen. La
seconde est centre´e sur le comportement de la bande a` grande e´chelle, pour quantifier l’ensemble des
phe´nome`nes visibles dans la bande, pousser en de´tail l’e´tude du formalisme et comparer les deux. On
s’inte´resse aussi a` la croissance oblique des spots et a` la formation de trous dans la turbulence. On
espe`re qu’une meilleur connaissance de la phe´nome´nologie et une organisation de la zoologie de la
turbulence dans l’e´coulement permettra d’avancer sur la mode´lisation, comme cela a e´te´ le cas pour
l’e´coulement de Poiseuille.
On commence par de´crire le syste`me et les e´quations le de´crivant dans diffe´rents cadres. On
introduit nos proce´dure nume´riques, puis on de´crit rapidement la phe´nome´nologie de la bande oblique
(Chapitre 2). On poursuit par une e´tude locale. On donne une description ide´alise´e de l’e´coulement.
On e´tudie l’instabilite´ de cet e´coulement dans la DNS dans une e´tude line´aire (Chapitre 3). On
poursuit sur l’e´tude de la bande oblique a` grande e´chelle : on introduit les proce´dures de traitement
spe´cifique, puis on explore les mode`les et les simulations nume´riques en suivant une approche de
formation de motif sous bruit et de phe´nome`ne critique (chapitre 4). Finalement on examine les
relaminarisation et les croissances de spots dans les chapitres 5 et 6 en utilisant les outils introduits
dans les sections pre´ce´dentes. On fait le lien entre les parties et le bilan de l’e´tude dans la conclusion 7,
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on discute des perspectives et des proble`mes ouverts.
Les annexes pre´sentent des de´tails plus techniques de la the`se. La premie`re de´crit l’imple´mentation
du code Channelflow [36] et se concentre sur certaines particularite´s du code ayant un effet sur
la qualite´ de la description de l’e´coulement. La seconde annexe de´crit dans le de´tail la proce´dure
nume´rique utilise´e pour de´crire la de´pendance des champs (vitesse, vorticite´, fonction de courant)
dans la direction normale a` la paroi dans tous les mode`les line´aires. La troisie`me annexe contient des
de´tails sur la re´solution de l’e´quation de Fokker–Planck pour la de´termination de temps de premier
retour difficiles a` trouver dans la litte´rature ainsi que l’application de ce formalisme a` notre proble`me.
La quatrie`me de´crit un petit toy model inabouti qui peut eˆtre ajuste´ pour de´crire et rationaliser le
comportement de l’e´coulement.
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Chapitre 2
Le syste`me : e´quations, proce´dures
nume´riques, traitement
Ce premier chapitre introduit de manie`re de´taille´e le syste`me, ses e´quations de base, les proce´dures
nume´riques utilise´es. On pre´sente plus en de´tail la phe´nome´nologie a` grande e´chelle de l’e´coulement
autour de la bande turbulente. Ceci nous permet d’introduire des proce´dures de traitement et de
calcul de grandeurs turbulentes standard utilise´s dans toute la suite. Les re´sultats pre´sente´s dans ce
chapitre comple`tent ceux de Barkley & Tuckerman [6].
2.1 Le syste`me et ses e´quations
2.1.1 Ge´ome´trie
On travaille sur l’e´coulement de Couette plan (figure 1.1 (a)). Les coordonne´es sont repe´re´es par
les vecteurs ~ex, ~ey, ~ez. L’e´coulement entre deux frontie`res planes situe´es en y = ±h en mouvement
aux vitesses ±U est ~vb(±h) = ±U~ex : on utilise une condition aux bords re´aliste de non glissement.
Ce sont la direction longitudinale et la direction normale a` la paroi qui fixent les deux premiers
vecteurs du syste`me de coordonne´es et par conse´quent ~ez. Une premie`re trace de la centro-syme´trie
de l’e´coulement : vx ↔ −~vx, vy ↔ −vy, x ↔ −x, y ↔ −y apparaˆıt. On verra dans la suite que sa
trace se retrouve dans l’e´coulement turbulent moyen.
L’e´coulement est suppose´ incompressible, ce qui est tout a` fait raisonnable e´tant donne´ les condi-
tions expe´rimentales [73]. Les domaines conside´re´s sont pe´riodiques, de taille Lx × Lz. Les longueurs
sont adimensionne´es par h, et les vitesses par U . Le temps caracte´ristique inertiel (ou de retour-
nement) est alors h/U , dont on attend qu’il gouverne les phe´nome`nes rapides lie´s a` la turbulence.
On travaille uniquement avec l’e´cart a` l’e´coulement de base, le champ de vitesse ~v, la pression e´tant
donne´e par l’incompressibilite´ et l’e´coulement de base laminaire restant inchange´. Les e´nergies seront
exprime´es en unite´s de U2. Le parame`tre de controˆle apparaissant dans les e´quations est R = hU/ν,
avec ν la viscosite´ cine´matique. Le temps caracte´ristique visqueux est h2/ν, le nombre de Reynolds
peut eˆtre vu comme le rapport de ce avec le temps de retournement. Le comportement du syste`me
est alors entie`rement de´termine´ par les parame`tres R, Lx et Lz
1.
1. Les tailles en unite´s de h correspondent a` un facteur 2 pre`s aux rapports d’aspect des expe´rimentateurs Lx,z/(2h).
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(a) (b) (c)
Figure 2.1 – Repre´sentation sche´matique des plans utilise´s pour les visualisations des DNS : (a)
x− z (b) x− y, (c) y − z′
Dans l’e´tude des DNS, on e´tudiera souvent des plans en coupe du domaine, appele´s respectivement
x−z : paralle`le aux plaques (Fig. 2.1 (a)), x−y : perpendiculaire aux plaques et paralle`le a` la direction
longitudinales (Fig. 2.1 (b)) et y − z′ : perpendiculaire aux plaque et paralle`le a` la bande (Fig. 2.1
c)). Le z′ utilise´ ici correspond au x′ de Barkley & Tuckerman [5, 6].
2.1.2 E´quations de Navier–Stokes pour un e´coulement incompressible
On a alors ~vb = y~ex. On inte`gre nume´riquement les e´quations de Navier–Stokes, qui se re´e´crivent,
en utilisant des notations tensorielles et les conventions de sommation d’Einstein, pour l’e´cart ~v a`
l’e´coulement de base ~vb = Uy~ex :
∂tvi + (vj∂j)vi + y∂xvi + δi,xvy = −∂iP + 1
R
∂j∂jvi , (2.1)
avec la condition d’incompressibilite´ :
∂ivi = 0 , (2.2)
et les conditions aux limites :
vi(y = ±1 = 0) , (2.3)
et
vi(x+ nLx, z + pLz, y, t) = vi(x, z, y, t), (n, p) ∈ Z . (2.4)
2.1.3 E´quations line´arise´es d’Orr–Sommerfeld–Squire
Les e´quations de Navier–Stokes de´crivent l’e´volution du syste`me dans le cas ge´ne´ral. On s’inte´resse
maintenant au cas plus particulier ou` un e´coulement quasi-permanent est donne´ et ou` on veut e´tudier
les perturbations a` cet e´coulement. On fera toujours une analyse line´aire temporelle, c’est a` dire que
les taux de croissance et pulsations seront les valeurs propres du proble`me line´arise´ :
∂tf = L(f)⇒ (σ + ıω)f = L(f) . (2.5)
On de´crit successivement les cas quasi-paralle`les et non paralle`les e´voque´s dans l’introduction, on
de´crit aussi le cas d’un e´coulement de base module´ dans la direction transverse.
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Orr-Sommerfeld et Squire
Dans le cas d’un e´coulement inde´pendant du temps a` deux composantes V¯x, V¯z, de´pendant unique-
ment de la coordonne´e y, on s’inte´resse a` la perturbation a` cet e´coulement ~u = ~v − ~¯V . Les e´quations
de Navier–Stokes peuvent eˆtre re´e´crites en termes des variables uy et η = ∂zux − ∂xuz, la compo-
sante normale a` la paroi de la vorticite´ , pour obtenir le syste`me d’Orr-Sommerfeld-Squire [24, 88].
Ce syste`me d’e´quations se re´ve`le particulie`rement pratique pour l’e´tude line´aire d’une perturbation
a` un e´coulement inde´pendant du temps. La proce´dure nume´rique correspondant au traitement de
ces e´quations line´arise´es, utilisant des bases de fonctions {fn} et {gn} adapte´es aux conditions aux
limites en y sur η et uy, est de´taille´e dans l’annexe B.
L’e´quation d’Orr-Sommerfeld line´arise´e s’e´crit dans le cas ge´ne´ral :
∂t∆uy +
(
V¯x∂x + V¯z∂z
)
∆uy −
(
∂2y(V¯x)∂x + ∂
2
y(V¯z)∂z
)
uy − 1
R
∆2uy = 0 . (2.6)
Elle est comple´te´e par l’e´quation de Squire :
∂tη + V¯x∂xη + V¯z∂zη +
(
∂y(V¯x)∂z − ∂y(V¯z)∂x
)
uy − 1
R
(
∂2x + ∂
2
y + ∂
2
z
)
η = 0 . (2.7)
Les conditions de bord correspondantes sont :
η(±1) = 0, uy(y = ±1) = 0, ∂yuy(y = ±1) = 0 .
Pour une analyse de stabilite´ line´aire, les deux perturbations sont du type :
η(y, x, t) = B(y) exp (ikxx+ ikzz + σt− iωt) + c.c.
et
uy(y, x, t) = C(y) exp (ikxx+ ikzz + σt− iωt) + c.c. .
On ne proce`de qu’a` des analyses temporelles modales [88]. Dans ce cas, les deux fonctions sont les
vecteurs propres de notre proble`me aux valeurs propres. Les vecteurs d’onde kx et kz sont pris comme
des parame`tres, et la valeur propre est σ + iω avec la pulsation ω et le taux de croissance σ. Cette
description correspond aussi au cas d’une analyse dite quasi-paralle`le (ou locale) [46, 47].
Dans le cas ou` V¯x(y) ∝ V¯z(y), ou si V¯z est ne´glige´, le the´ore`me de Squire s’applique [16, 24, 88],
le vecteur d’onde le plus instable est paralle`le a` l’e´coulement de base et on peut re´duire l’e´tude a`
l’e´quation d’Orr–Sommerfeld :
∂t∆uy − 1
R
∆2uy + V¯ ∂x∆uy − ∂xuy∂2y V¯ = 0 (2.8)
Avec la meˆme condition de bord :
uy(y = ±1) = 0, ∂yuy(y = ±1) = 0 .
L’e´quation de Squire n’apporte alors d’information que lors d’une analyse non modale de perturbation
optimale line´aire, mettant en e´vidence la croissance transitoire due au me´canisme de lift-up [88]. La
perturbation est de la forme uy(y, x, t) = A(y) exp (ikx+ σt− iωt)+c.c. : on utilise la meˆme approche
que dans le cas pre´ce´dent. La fonction de courant φ ve´rifie la meˆme e´quation.
A chaque fois que l’on proce`de a` une analyse temporelle, on obtient la pulsation ω(kx) ou ω(kx, kz)
(selon les cas). On peut en de´duire les vitesses de groupes cx = ∂kxω et cz = ∂kzω. En pratique,
l’analyse est re´alise´e pour des valeurs discre`tes de k, les de´rive´es sont calcule´es par diffe´rences finies.
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Analyse globale et analyse de Bloch–Floquet
On de´taille ici le cas ou` l’e´coulement de V¯x a une de´pendance respectivement en x et en z en plus
de la de´pendance en y. Dans tous les cas la de´marche pre´ce´dente utilise´e consiste en la simplification
en utilisant le caracte`re incompressible, et en l’e´criture des e´quations pour uy (ou φ la fonction de
courant) et η.
L’analyse globale ou non-paralle`le [47] est faite dans le cas d’un e´coulement de base
(
V¯x, V¯y
)
(x, y)
suppose´ bidimensionnel, de´pendant des coordonne´es x, y. On s’assure que cet e´coulement est incom-
pressible, la composante V¯y est donne´e par la de´pendance en x de la composante V¯x : ∂xV¯x+∂yV¯y = 0.
Graˆce a` l’incompressibilite´, on peut traiter le proble`me en utilisant la fonction de courant φ. On a
uy = ∂xφ et ux = −∂yφ. On a pour φ les meˆmes conditions de bord que pour y : φ(±1) = 0 et
∂yφ(±1) = 0, conse´quence des conditions de bord uy(±1) = 0 et ux(±1) = 0. En e´liminant la pres-
sion des e´quations de Navier–Stokes bidimensionnelles line´arise´es on obtient l’e´quation suivante pour
la fonction de courant φ :
∂t∆φ+ V¯x∂x∆φ− ∂xφ∂2y V¯x + V¯y∂y∆φ
(
∆φ∂xV¯x + ∂yφ∂x∂yV¯x
)
+
(
∆φ∂yV¯y − ∂yφ∂2xV¯y + ∂xφ∂x∂yV¯y
)
=
1
R
∆2φ . (2.9)
On peut en tirer un proble`me aux valeurs propres, dont φ est le vecteur propre (mode dit global), et
la pulsation complexe σ + iω est la valeur propre. On conside´rera uniquement ici des situations ou`
la de´pendance de
(
V¯x, V¯y
)
en x est sinuso¨ıdale et simple (fondamental et premier mode) et l’e´chelle
caracte´ristique de variation en x grande devant les autres e´chelles longitudinales du proble`me, typi-
quement la longueur d’onde du mode local le plus instable. Pour le proble`me nume´rique, on utilise
donc une de´composition en modes de Fourier tronque´e en x, et la base de fonctions {gn} ve´rifiant les
bonnes conditions de bord en y.
L’analyse de type Bloch–Floquet est faite sur un e´coulement de base V¯x purement longitudinal
et paralle`le qui de´pend de y et z. La de´pendance en z e´tant pe´riodique et en bonne approximation
sinuso¨ıdale, de longueur d’onde λz, on peut en faire une analyse temporelle de Bloch–Floquet. On
utilise la version des e´quations d’Orr–Sommerfeld–Squire avec la de´pendance en z [101] :(
∂t + V¯x∂x − 1
R
∆
)
∆uy +
(
∂2z V¯x − ∂2y V¯x
)
∂xuy + 2∂zV¯x∂x∂zuy = 2∂x∂y
(
uz∂zV¯x)
)
, (2.10)
(
∂t + V¯x∂x − 1
R
∆
)
η =
(
∂zV¯x∂y − ∂yV¯x∂z
)
uy − (uy∂y + uz∂z) ∂zV¯x . (2.11)
Elles font intervenir ux et uz qui se de´duisent de uy et η par :
∂xux + ∂yuy + ∂zuz = 0 , η = ∂zux − ∂xuz . (2.12)
Ces deux composantes sont ainsi e´limine´es dans le proble`me discre´tise´. En faisant une analyse tempo-
relle, on a un proble`me aux valeurs propres, dont uy, η sont les vecteurs propres et le taux de croissance
σ + iω est la valeur propre. On a une de´pendance sinuso¨ıdale dans la direction longitudinale avec le
vecteur d’onde kx comme parame`tre. On utilise les bases de fonctions adapte´es aux conditions de bord
dans la direction y. On utilise une de´composition en modes de Fourier dans la direction transverse z.
On a une de´pendance en z du type exp(iKzz)
∑
n exp(2iπnz/λz), ou` exp(iKzz) est le multiplicateur
de Floquet et un des parame`tres de controˆle, avec le nombre d’onde kx et le nombre de Reynolds R.
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2.2 Proce´dure nume´rique
2.2.1 ge´ne´ralite´s
L’inte´gration nume´rique des e´quations (2.1)-(2.4) de l’e´coulement est assez standard. On utilise
un code ouvert, ChannelFlow duˆ a` J. Gibson [36] qui ge`re la discre´tisation des champs de vitesse
et de pression, ainsi que l’inte´gration nume´rique en temps du champ de vitesse dans le cadre de
Navier–Stokes pour Couette et Poiseuille plan. Il suppose des conditions de bord pe´riodiques en x et
z. Le code utilise une de´composition en se´rie de Fourier dans le plan ~ex, ~ez, pour les conditions de bord
pe´riodiques, et une de´composition en polynoˆmes de Chebychev dans la direction normale aux parois
~ey, adapte´e aux conditions aux bords de non glissement. On appellera Ny le nombre de polynoˆmes
de Chebyshev utilise´s dans la discre´tisation, et Nx,z les nombres de modes de Fourier (aliase´s) dans
le plan. Le nombre effectif de points de mailles dans le plan est 2/3Nx,z. Par abus de langage, on
utilisera toujours Nx,z.
On de´taille les particularite´s du code et de la proce´dure nume´rique qui ont une conse´quence pour
notre approche dans l’annexe A.
2.2.2 Re´duction de la re´solution
En pratique, on veut proce´der a` l’inte´gration nume´rique sur des machines “de bureau” ou de
calcul le´ge`rement plus puissantes. Cela pose vite des proble`mes de me´moire et de temps de calcul
pour e´tudier des domaines non incline´s de taille de l’ordre de la longueur d’onde de la bande [5],
aux re´solutions nominales pour ces nombres de Reynolds. L’e´tude de domaines tre`s grands ne´cessite
typiquement des machines de calcul paralle`le [26], et est grande consommatrice de me´moire. On adopte
une proce´dure de “mode´lisation” qui vise a` re´duire de manie`re controˆle´e la re´solution, en particulier
dans la direction y. Le but est de pouvoir mener une e´tude semi-quantitative de la bande, quitte a` subir
des de´calages des seuils de transition, longueurs d’ondes de la bande et amplitude de la modulation. On
suit en cela les proce´dures de type mode`le re´duit. Le pre´suppose´ (empirique) motivant la de´marche
est que l’ensemble des instabilite´s pre´sentes dans l’e´coulement et leurs saturations peut eˆtre bien
de´crit par peu de modes, et que les modes de nombre d’onde plus importants sont esclaves de cette
dynamique, jouant un roˆle de puits d’e´nergie et pre´sentant surtout un inte´reˆt pour une estimation
quantitative pre´cise et la lisibilite´ des repre´sentations de l’e´coulement. La proce´dure extreˆme de
re´duction a` trois fonctions de base dans la direction ~ey a eu un succe`s mitige´ [57], l’organisation
en bandes et le de´tail pre´cis de la transition n’e´tant pas reproduit. L’augmentation du nombre de
fonctions de base rend la proce´dure lourde, en particulier pour le calcul du terme non line´aire, car
on ne dispose pas d’algorithmes de transformation rapide. On approche donc les mode`les re´duits en
arrivant dans l’autre cote´ en termes de re´solution : on prend une approche de type DNS et on re´duit
sa re´solution. Ide´alement une proce´dure de ce type n’utilise que les modes les plus pertinents, ce
qui revient a` changer de base de fonctions en y [101], cependant, une telle approche ne´cessite une
connaissance relativement fine du de´tail de l’e´coulement qu’on ne posse`de pas encore a` ce point. On
se distingue des approches dite en dimension 2+ ǫ qui correspondent, elles, a` une re´duction drastique
de re´solution dans la direction transverse, typiquement dans l’e´coulement de Poiseuille cylindrique,
justifie´e par la pe´riodicite´ particulie`re du phe´nome`ne a` observer.
On explore pour cela le comportement de l’inte´gration nume´rique des e´quations pour chaque
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re´solution. Des re´solutions nominales pour une approche de type mode`le re´duit en sont de´duites.
Le premier crite`re pour choisir une re´solution est d’assurer la stabilite´ de l’inte´gration nume´rique :
cela est impossible pour Ny ≤ 5, et sensible pour Ny = 7, 9. Pour Ny ≥ 11, cela ne pose pas de
proble`mes. La stabilite´ nume´rique va de pair avec le bon rendu des structures turbulentes. C’est une
particularite´ des e´quations de type Navier–Stokes a` nombre de Reynolds “important” d’eˆtre d’autant
plus stable en temps que la re´solution est bonne. Cela semble du a` la ne´cessite´ de dissiper de l’e´nergie
aux petites e´chelles (qui autrement s’accumule comme dans le cas de l’e´quation d’Euler). A` Ny = 11
les bandes sont repre´sente´es mais la compe´tition entre orientations est moins intense que dans la
re´alite´ [58]. Elle est mieux repre´sente´e a` partir de Ny = 13. Un bon compromis entre le rendu de
l’e´coulement (structure turbulente, bandes) et la basse re´solution est atteint pour Ny = 15. Dans le
plan, on utilisera principalement une re´solution “fine” : Nx,z/Lx,z = 4, meˆme si elle peut eˆtre re´duite :
on utilisera dans certains cas Nx/Lx = 1 et Nz/Lz = 3. Cela conduit a` une re´solution raisonnable
pour ces nombres de Reynolds, e´tant donne´ que l’unite´ de paroi y+ est de l’ordre de h. La re´duction
de re´solution en x et z permet une baisse substantielle des pas de temps, qui doivent respecter le
crite`re de CFL. Pour une approche de type DNS, on utilisera la re´solution Ny = 27 et Nx,z/Lx,z = 6,
ce qui donne de bons re´sultats et est cohe´rent avec l’e´tude syste´matique.
En pratique, les re´sultats sont assez satisfaisants pour les champs bruts (par exemple, la norme
de l’e´cart a` l’e´coulement de base ~v2) ainsi que leurs de´rive´es (ωz, on le verra dans la figure 3.22 (b)).
On est a` nouveau tente´s d’affirmer que l’ensemble de la dynamique (instablite´s, etc.) est dicte´ par
les premiers modes de Chebyshev, les suivants e´tant tous rapides, esclaves de cette dynamique, et
n’apportant que des raffinements et un peu plus de dissipation.
Une e´tude syste´matique de l’effet de la re´solution a e´te´ mene´e [58], qui montre principalement un
de´calage continu des seuils Rg et Rt (figure 2.2). Cette de´pendance en la re´solution, et la ne´cessite´ de
repre´sentation des structures cohe´rentes turbulentes ayant une longueur de corre´lation longitudinale
correcte, se retrouve dans les re´sultats obtenus pour un mode`le re´duit [51].
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Figure 2.2 – De´placement des seuils de transition Rg et Rt en fonction de la re´solution Ny
On valide cette approche plus en de´tails dans les chapitres suivants a` chaque fois que l’on a
l’occasion de comparer un re´sultat de DNS (Ny = 27) avec un re´sultat du mode`le re´duit (Ny =
15) : on montre qu’en plus de la qualite´ des visualisations, on retrouve le meˆme comportement des
quantite´s moyennes avec les parame`tres de controˆle, la meˆme de´pendance en y des profils moyens.
Cela permet de ve´rifier le comportement de quantite´s plus fines et d’appuyer l’approche sur des bases
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Figure 2.3 – Deux exemples de niveaux de couleurs de ~v2 de solutions nume´riques cause´es par les
effets de re´solution, haut : e´tat pe´riodique pour Ny = 9, centre et bas : soliton nume´rique pour
Ny = 15 (respectivement y > 0 et y < 0). NB : les e´chelles de couleur dans la figure de gauche sont
un ordre de grandeur en dessous de celle pour la figure de droite. Elles correspondent a` un domaine
de taille Lx × Lz = 110× 32 pour un nombre de Reynolds R = 270
plus rigoureuses. L’approche n’est pas exempte de proble`mes : il se pre´sente un certain nombre de
bizarreries (e´tats nume´riques) et de proble`mes qu’on de´crit dans la section suivante.
2.2.3 Solutions nume´riques et anomalies
On trouve un premier cas en e´tudiant les effets de re´solution. Pour Ny ≤ 9 a` bas nombre Rey-
nolds, le re´sultat de l’inte´gration sont des e´tats spatialement pe´riodiques (figure 2.3, gauche) qui ne
ressemblent e´videmment a` aucun type de solution des e´quations correctement discre´tise´es.
Un autre type de solution tre`s re´gulie`re apparaˆıt et me´rite discussion. On l’obtient pour des
expe´riences proches de Rg a` Ny = 15. Lors de l’extinction de la turbulence, au lieu de converger vers
un e´tat laminaire, l’e´coulement peut tomber sur une onde solitaire (figure 2.3, droite) se propageant a`
vitesse fixe sans de´formation ni de´croissance en amplitude, alors que l’on attend une relaminarisation
pure est simple. On trouve aussi l’e´tat inverse, qui se de´place dans la direction oppose´e, i.e. ayant
subit une transformation y → −y et vx → −vx (ce type d’e´tat correspond a` une brisure de syme´trie
de l’e´coulement de base). On pourrait penser qu’il s’agit d’une solution spe´cifique du type solution
exacte ou edge state. Une comparaison a` la litte´rature permet de discuter des diffe´rences et des
similarite´s qu’a cet e´tat avec des solutions valide´es a` re´solution e´leve´e. Cet e´tat leur ressemble assez
peu [25, 89] : le champ de vitesse ne prend une amplitude conse´quence que dans la moitie´ y > 0 ou
y < 0 de l’e´coulement.
On peut examiner plus finement cette solution, en particulier concernant les effets de re´solution.
On montre qu’elle subit une bifurcation noeud-col avec la variation du nombre de Reynolds [58]. De
plus le noeud disparaˆıt pour Ny > 21 [58] : on ne sait pas si ce type de solution continue a` exister
de manie`re instable a` plus haute re´solution. Il ne peut donc s’agir d’un vrai edge state, ou d’une
onde progressive (travelling wave) qui, eux, existent toujours quand la re´solution augmente. Une
e´tude plus pre´cise est ne´cessaire pour comprendre la raison de l’apparition de cette solution stable
dans l’e´coulement. On peut penser que la re´solution re´duite a pour conse´quence une modification
suffisamment importante de l’espace des phases qui transforme ce qui a toujours une structure de
point col [25] en noeud pour certains nombres de Reynolds.
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2.3 Grandeurs turbulentes et phe´nome´nologie
Dans toute la suite de l’e´tude, on utilise des quantite´s turbulentes classiques. On de´crit ici les
proce´dures de traitement, qui sont base´es sur l’organisation en espace particulie`re de la turbulence
avec des zones dites interme´diaires ou suspendues (overhanging) [17,18] entre laminaire et turbulent.
On profite de cette section pour rappeler l’organisation de l’e´coulement moyen en espace autour de la
bande. Il s’agit d’une recirculation relativement complexe, a` trois dimensions et trois composantes [6]
dont la connaissance est ne´cessaire avant de passer a` la suite.
2.3.1 Grandeurs turbulentes
La fraction turbulente f , parfois appele´e facteur d’intermittence, le volume relatif de l’e´coulement
occupe´ par la turbulence, est un marqueur classique dans l’e´tude de la transition, ne serait ce que pour
quantifier la croissance des tailles de zone turbulente avec R [13, 65]. Il est bien entendu ne´cessaire
d’identifier lesdites zones turbulentes avant de pouvoir calculer f . De manie`re ge´ne´rale, pouvoir faire
la distinction entre les zones de l’e´coulement turbulente, pseudo-laminaire, laminaire et interme´diaires
entre laminaire et turbulent est ne´cessaire pour quantifier le degre´ d’occupation du domaine par la
turbulence, l’intensite´ de la turbulence dans ces zones, et les profils de vitesse de l’e´coulement autour
des bandes, meˆme lorsque la ge´ome´trie de la bande devient complexe et de´sorganise´e (Fig. 4.1 (c),
Fig 4.33) [26, 73].
On se base sur les visualisations de la norme du champ de vitesse. On commence par de´crire
la disposition des bandes turbulentes a` l’aide du champ ~v2 montre´ sur la figure 2.4, pre´sentant des
niveaux de couleur d’un instantane´ a` Ny = 15, et la figure 2.5, pre´sentant une moyenne sur 1000
unite´s de temps (ordre de grandeur de la dure´e ne´cessaire pour effacer la trace du de´tail local de
l’e´coulement [6]) a` Ny = 27. Il apparaˆıt une diffe´rence claire entre les deux demi-domaines y < 0 et
y > 0, que l’on appelle bas et haut de l’e´coulement, par commodite´. En effet, il apparaˆıt des zones ou`
le champ ~v est non nul en haut mais pas en bas (et vice versa). Cet e´cart correspond a` un de´calage
entre la partie haute et basse de l’e´coulement dans le plan x− y (Fig. 2.4 (a), Fig. 2.5), entraˆıne´ par
les parois mobiles a` la vitesse +U en y = 1 et −U en y = −1. Avec les x croissants, on passe ainsi
d’une zone pseudo-laminaire a` une zone interme´diaire ou` la turbulence se trouve en bas (appele´e
arrie`re ou rear (r) de la bande, selon la terminologie introduite par Prigent [73]), puis a` une zone
entie`rement turbulente, puis a` une autre zone interme´diaire (avant ou front (f), de la bande), ou` cette
fois la turbulence est en haut avant de retrouver une zone pseudo-laminaire. Cette description est
invariante par translation dans la direction paralle`le a` la bande pour l’e´coulement moyenne´ en temps.
Dans l’e´coulement instantane´, cette description apparaˆıt comme une modulation de la turbulence
de paroi en streaks et vortex, ce qui apparaˆıt nettement dans un plan y − z (Fig. 2.4 (b)). Cela a
de´ja` e´te´ remarque´ dans les e´coulements de Taylor–Couette et Couette plan et discute´ par plusieurs
auteurs [5, 6, 17, 18, 23, 62, 97]. Les syme´tries particulie`res de ces re´gions seront discute´es a` l’aide des
profils de vitesse.
Ces observations guident le de´veloppement d’une proce´dure de moyennage local, ou coarse grai-
ning, pour faire une discrimination entre e´coulement laminaire et turbulent, ainsi que pour identifier
les zones tampons interme´diaires entre laminaire et turbulent. On fait cette discrimination sur la
norme de l’e´cart a` l’e´coulement de base laminaire ~v2 parce qu’elle quantifie simplement l’e´nergie
cine´tique de l’e´coulement non trivial. Le but de cette de´marche est de pouvoir distinguer ces trois
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Figure 2.4 – Instantane´ de la perturbation a` l’e´coulement de base ~v2 dans un plan z constant (a) et
x constant (b) Lx ×Lz = 128× 180, R = 315, Nx,z/Lx,z = 4, Ny = 15. (c) Organisation sche´matique
de l’e´coulement vu dans un plan x− y
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Figure 2.5 – Moyennes de la perturbation a` l’e´coulement de base ~v2, dans un plan z constant
Lx × Lz = 110× 48, R = 370, Nx,z/Lx,z = 4, Ny = 27.
types de zones simplement, pour mesurer le “volume” occupe´ par la turbulence, la surface (dans le
plan x − z) des zones interme´diaires, et de faire des moyennes conditionne´es. On utilise des cellules
de taille lx × ly × lz = 2 × 1 × 2 pour y < 0 et y > 0, que l’on illustre vu dans un plan x − z et
dans un plan x − y sur la figure 2.6. Le choix de ly = 1 est motive´ par la diffe´rence frappante entre
les parties hautes et basses de l’e´coulement (Fig. 2.4, Fig. 2.5) et permet de saisir cette diffe´rence.
Les choix de lx et lz doivent permettre d’identifier avec suffisamment de pre´cision la localisation de
la “turbulence”. La longueur lz = 2 correspond grossie`rement a` la largeur d’un streak, tandis que
lx = 2 est bien plus court que sa longueur (l˜ = 40), pour pouvoir capturer suffisamment pre´cise´ment
la variation dans cette direction. En comparaison, la MFU classique a une taille 6× 2× 4 [49].
On applique cette proce´dure dans un domaine de taille Lx×Lz = 128×64. On examine le champ
~v2 moyenne´ dans un demi espace y < 0 , repre´sente´ sur la figure 2.7 par la surface de cette quantite´,
vu selon l’angle de la bande. Il apparaˆıt clairement une modulation et une diffe´rence d’amplitude
entre la partie laminaire, “valle´e” et la partie turbulente “sommet”. On applique un crite`re c pour
trancher entre laminaire et turbulent : si la valeur moyenne est infe´rieure a` c dans la petite boite,
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Figure 2.6 – Sche´ma des boˆıtes sur lesquelles sont faites le moyennage local. Plan x − z (a), plan
x− y (b).
celle ci est conside´re´e comme laminaire, et dans le cas contraire, elle est conside´re´e comme turbulente.
La repre´sentation de la figure 2.7 permet de se repre´senter le crite`re a` l’aide de l’axe vertical. Cette
proce´dure nous donne alors deux champs dans des plans x− z (un pour le haut, un pour le bas), avec
une re´solution infe´rieure a` celles des champs de vitesse de de´part (pas d’espace ∆x,z = 2, ∆y = 1)
prenant des valeurs 0 ou 1 selon que la cellule correspondante est laminaire ou turbulente selon le
crite`re c. On peut voir l’effet de cette proce´dure en suivant le traitement du champ de vitesse aux
diffe´rentes e´tapes a` l’aide des niveaux de couleur de la figure 2.8. On commence par le champ de
norme ~v2 (Fig. 2.8 (a)), dans un plan y = −0.57 (bas), a` la re´solution nominale en x et z (Ny = 15,
Nx,z/Lx,z = 4). On en de´duit le champ suivant (Fig. 2.8 (b)) moyenne´ localement dans les cellules du
bas. A` ce champ moyenne´ localement, on applique le crite`re c (ici c = 0.025), pour obtenir le champ de
0 et de 1, indiquant quelles cellules sont turbulentes (Fig. 2.8 (c) en noir/blanc). La meˆme proce´dure
e´tant applique´e en haut (y > 0), les deux champs binaires sont de´cale´s, comme explique´ dans la
section pre´ce´dente. On peut mettre ce de´calage en e´vidence a` l’aide d’un dernier champ combinant
les informations du haut et du bas. Ainsi, s’il y a du laminaire au dessus du laminaire, la cellule est
repre´sente´e en noir, du turbulent au dessus du laminaire ou vice-versa, la cellule est repre´sente´e en
gris (clair ou fonce´ selon que la turbulence se trouve en haut ou en bas), et si on trouve du turbulent
en face de turbulent, la cellule est repre´sente´ en blanc (Fig. 2.8 (d)). On y fait alors re´apparaˆıtre
dans des plans x− z la succession laminaire-interme´diaire-turbulent-interme´diaire laminaire que l’on
avait de´crite dans des plans x− y (Fig. 2.5). On peut alors de´finir quantitativement les quatre zones
trouve´es a` l’aide des champs binaires et faire une distinction pour chaque paire de cellules haut/bas
face a` face. Le pseudo-laminaire correspond, pour une position x, z, a` 0 dans les champs hauts et bas,
le turbulent a` 1 dans les champs hauts et bas et l’interme´diaire a` 0 dans l’un et 1 dans l’autre. Cela
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nous permet de faire des moyennes conditionne´es de quantite´s (en prenant les valeurs cellules par
cellule) et de profils (de´pendant de y, en prenant les valeurs de champs, paire de cellules haut/bas
par paire de cellule haut bas).
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Figure 2.7 – Repre´sentation en 3 dimensions (plan : x et z, troisie`me axe : ~v2) de l’e´nergie moyenne´e
localement, vue de face.
Ainsi, cette proce´dure nous permet de de´terminer la fraction turbulente f , la fraction du nombre
de cellules turbulentes de l’e´coulement. On peut aussi de´terminer l’e´nergie turbulente et, l’intensite´ de
la turbulence dans les bandes, moyenne conditionne´e de ~v2 dans les cellules 1. A` ces deux grandeurs
s’ajoute l’information apporte´e par l’e´nergie moyenne (moyenne spatiale de ~v2). On peut e´galement
de´terminer la surface projete´e sur un plan x−z de la zone interme´diaire ff , qui correspond au nombre
de cellule turbulentes (en bas ou en haut) faisant face a` une cellule laminaire (en haut ou en bas)
divise´s par la moitie´ du nombre total de cellules. On calcule de meˆme les profils de tous les champs
dans ces quatre zones. Cette proce´dure est effectue´e en ligne pour suivre ces quantite´s en temps. On
trouve une de´pendance continue en c de toutes les grandeurs de´termine´e, ce qui laisse une gamme
de valeurs possibles (Fig. 2.9). La fraction turbulente de´croˆıt avec c : il est de plus en plus difficile
pour les cellules d’eˆtre laminaire ou turbulent. L’e´nergie turbulente, elle, croˆıt, car les cellules dans
lesquelles on moyenne ~v2 sont de moins en moins nombreuses, les moins turbulentes disparaissant les
unes apre`s les autres a` mesure que c est augmente´. Comme toujours “le crite`re est bien choisi” : pour
une gamme de valeur, l’information qualitative (changement de comportement avec les parame`tres
de controˆle) et quantitative (ordre de grandeur des valeurs) reste la meˆme et est en accord avec
la litte´rature. Cette de´pendance en c est attendue, e´tant donne´e la modulation de l’intensite´ de la
turbulence dans le re´gime de bande oblique. La situation est le´ge`rement diffe´rente dans le cas de spots
(partiellement) isole´s [56] (Fig. 6.2, 6.1), dans ce cas, la turbulence est effectivement entoure´e de zone
laminaire. La valeur de ~v2 tombe assez rapidement vers 0 lorsqu’on s’e´loigne du spot [91]. La fraction
turbulente converge a` peu pre`s si l’on de´croˆıt c. Pour toute la suite, on fixera c = 0.025, au milieu de
la gamme ou` les grandeurs calcule´es prennent des valeurs raisonnables.
On montre que l’on a en bonne approximation e ≃ et × f : les variations de l’e´nergie moyenne
de´pendent de celle de l’e´nergie dans la zone turbulente ainsi que la surface occupe´e par la turbulence
(si le crite`re est correctement choisi, l’e´nergie laminaire est suffisamment petite). On re´alise un trace´
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Figure 2.8 – Pour un syste`me de taille Lx × Lz = 128 × 180 a` R = 315 (Ny = 15) (a) : niveaux
de couleur de ~v2 dans le plan y = −0.57, (b) : niveaux de couleur du moyennage local de ~v2 pour
y < 0, (c) repre´sentation noir/blanc de la localisation de la turbulent pour y < 0, repre´sentation
noir/gris/blanc de la localisation de la turbulence dans tout le domaine
normalise´ (i.e de e˜ = (e− 〈e〉)/√〈e2〉 − 〈e〉2 etc.) de ces grandeurs sur la figure 2.10, pour mettre en
e´vidence visuellement la corre´lation entre grandeurs ainsi que les fluctuations relatives de chacune.
Il apparaˆıt sur les se´ries temporelles que l’e´nergie moyenne est corre´le´e respectivement a` l’e´nergie
turbulente (Fig. 2.10 (a)) et a` la fraction turbulente (Fig. 2.10 (b)). Cependant, e´nergie turbulente et
fraction turbulente ne sont pas corre´le´es (Fig. 2.10 (c)). Pour R = 315 et Lx = 128 et 32 ≤ Lz ≤ 80,
on calcule les corre´lations entre ces grandeurs normalise´es e´chantillonne´es sur une dure´e T ≥ 5000 :
1
T
∫ T
0
dt e˜f˜ ,
1
T
∫ T
0
dt e˜e˜t ,
1
T
∫ T
0
dt e˜tf˜ .
On de´termine ensuite la moyenne et l’e´cart type sur les tailles Lz de chaque couple de corre´lations.
On trouve des corre´lation de 0.5± 0.1 entre e´nergie moyenne et e´nergie turbulente, de 0.5± 0.1 entre
e´nergie moyenne et fraction turbulente et de 0 ± 0.1 entre e´nergie turbulente et fraction turbulente.
Cela confirme l’impression que l’on tire de la visualisation des se´ries temporelles.
Pour obtenir des information pour chaque valeur de parame`tres de controˆle (R, taille) on ne peut
prendre des valeurs instantane´es de e, f et et, du fait de leur nature fluctuante. Pour une expe´rience
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Figure 2.9 – Comportement des grandeurs turbulentes (fraction turbulente, e´nergie turbulente etc.)
en fonction du crite`re de discrimination.
donne´e, on pratique une moyenne en temps (e´crite en lettre capitale) :
E =
1
T
∫ T
0
dt e(t) . (2.13)
Une bonne de´termination des moyennes suppose, d’une part T assez grand , i.e. de l’ordre d’au moins
un millier de temps de retournement pour que les variations de E, F etc. avec T soient clairement
en dessous du pourcent, et d’autre part que la moyenne commence lorsqu’un re´gime permanent est
atteint, i.e. pour que le syste`me oublie une e´ventuelle condition initiale particulie`re. On retrouve la
relation pre´ce´dente sur les grandeurs moyenne´es en temps E ≃ Et×F , du fait des faibles corre´lations
entre et et f .
Proce´dures typique dans les simulations nume´riques
Pour la plupart des expe´riences nume´riques pre´sente´es dans la suite, on applique la meˆme proce´dure
pour pre´parer une “condition initiale” pour l’e´tude du motif. L’approche standard est une proce´dure
de trempe. On utilise un domaine suffisamment grand pour contenir une a` plusieurs bandes. La condi-
tion initiale a un spectre ale´atoire avec une condition de re´gularite´ : la borne supe´rieure sur la valeur
possible des composantes de´croˆıt avec le nombre d’onde. On inte`gre nume´riquement cette condition
initiale a` des nombres de Reynolds suffisamment e´leve´s pour que la turbulence uniforme (ce qui cor-
respond a` R = 450 pour les re´solutions les plus basses (Ny = 15), et R = 500 pour les plus hautes
(Ny = 27)) pendant typiquement 500 unite´s de temps (ne´cessaire pour atteindre un re´gime perma-
nent dans tout le domaine). Le syste`me a d’abord un court transitoire pendant lequel s’e´tablissent
les structures turbulentes typiques (figure 2.11, T . 100). La seule exigence sur la condition initiale
pour produire en temps tre`s courts lesdites structures et la turbulence “uniforme” est d’avoir des
gradients dans les directions x et z sur une e´chelle spatiale de l’ordre h en plus d’une amplitude
suffisante. Il atteint ensuite un re´gime permanent. Le re´gime permanent correspond a` un plateau des
grandeurs turbulentes (figure 2.11) : la fraction turbulente est proche de 1 et l’e´nergie turbulente
quasiment e´gale a` l’e´nergie du syste`me. A` T = 500, on re´duit brutalement le nombre de Reynolds
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Figure 2.10 – Se´ries temporelles, comparant les quantite´s turbulentes deux a` deux pour un exemple
typique Lx ×Lz = 48, R = 315. (a) : l’e´nergie et e´nergie turbulente normalise´e e˜ et e˜t, (b) : l’e´nergie
normalise´e e˜ et la fraction turbulente normalise´e f˜ , et (c) : l’e´nergie turbulente normalise´e e˜t et la
fraction turbulente normalise´e f˜ . Le meˆme code couleur est utilise´ a` chaque fois (e˜ en bleu trait plein,
e˜t en vert et pointille´, f˜ en rouge et pointille´.)
a` des valeurs incluses dans la plage [Rg, Rt]. On a alors un transitoire correspondant a` la re´duction
d’intensite´ de la turbulence (visible dans la baisse de l’e´nergie turbulente, fig 2.11), l’apparition de
zone laminaires (visible dans la baisse de la fraction turbulente, fig 2.11), et l’organisation de ces
domaines laminaires en bande. Lorsque ce transitoire est termine´ et que l’on a rejoint le voisinage
du re´gime permanent, l’e´chantillonnage pour les moyennes en temps de´crites dans la sous-section
pre´ce´dente peut commencer. Le chapitre 5 se concentre sur le de´tail des phe´nome`nes se produisant
lors d’une trempe.
2.3.2 Description de l’e´coulement moyen
On a donne´ une premie`re repre´sentation de l’e´coulement base´e uniquement sur l’amplitude des
champs de vitesse, sans pre´ciser la valeur et le signe de chaque composante. On proce`de a` cette
description dans cette sous-section. Comme l’e´coulement moyen (au sens e´quivalent d’un moyennage
semi-locale en espace et/ou d’un moyennage en temps) est relativement complexe (trois composantes
et trois dimensions), on commence par des repre´sentations a` deux composantes et deux dimensions,
d’une part dans le plan x−y, montrant les composantes vx et vy, moyenne´es dans la direction paralle`le
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Figure 2.11 – Se´rie temporelle de e, et et f/10, Lx×Lz = 110×48, R = 450 (0 < T < 500) R = 315
(500 < T < 1000), Ny = 15
a` la bande, d’autre part dans le plan x − z, montrant les composantes vx et vz, moyenne´s dans la
direction y. On “rede´ploie” ensuite cet e´coulement a` l’aide des profils de vitesse dans chacune des
zones pseudo-laminaire, interme´diaires et turbulentes. Ainsi, on transpose dans le cas d’un domaine
non contraint la description en domaine e´troit incline´ de Barkley & Tuckerman [6].
Repre´sentations deux dimensions, deux composantes
On commence par la description des composantes vx, vy dans le plan x− y. Pour cela, on utilise
des champs des vitesses e´chantillonne´s lors des DNS (Lx × Lz = 110× 72, Ny = 27, Nx,z/Lx,z = 6),
que l’on moyenne sur au moins 1000h/U dans la direction paralle`le a` la bande, ce qui fait disparaˆıtre
la modulation a` petite e´chelle des streaks et des vortex longitudinaux. On montre un exemple de
moyennage sur la figure 2.12 (a) applique´ aux champs de vecteur de vx, vy superpose´s a` des niveaux
de couleur de la norme ~v2.
On retrouve l’organisation en pseudo-laminaire, interme´diaire et turbulent dans les niveaux de
couleur, ce qui permet de situer chaque zone. Il apparaˆıt que vy est quasiment nulle dans les zones
pseudo-laminaires et turbulentes, tandis qu’il est non nul dans chaque zone interme´diaire : en effet
on a vy < 0 lorsque la turbulence est en bas et vy > 0 lorsqu’elle est en haut. Du cote´ de vx, on
trouve un profil en S, de tre`s faible amplitude dans la zone pseudo-laminaire et un profil en S de
grande amplitude dans la zone turbulente. On trouve toujours vx < 0 en haut et vx > 0 en bas, a`
l’oppose´s de la vitesse des plaques. Dans les zones interme´diaires, on trouve vx ≃ 0 dans la partie
calme de l’e´coulement (haut ou bas). La composante vx de´pend fortement de x et est ainsi clairement
non-paralle`le. C’est vy qui vient assurer ∂xvx + ∂yvy = 0 dans ce champ moyenne´. Dans les faits,
cela donne lieu a` une recirculation qu’on peut repre´senter sche´matiquement dans la figure 2.12 (b) en
ne´gligeant vx dans la zone pseudo-laminaire. On reprend la description sche´matique de l’organisation
de la turbulence de la figure 2.4 (c), a` laquelle on ajoute des fle`ches figurants les composantes vx et
vy dans les zones ou` elles sont significatives.
Cette description oublie vz et la variation transverse des composantes. Elle peut eˆtre mise en
e´vidence de manie`re simple en prenant la moyenne des composantes vx, vz dans la direction y, comme
cela est re´gulie`rement fait pour les spots [52,91]. On repre´sente ces composantes a` l’aide de leurs lignes
de courant que l’on superpose a` des niveaux de couleur de ~v2 (moyenne´ sur l’e´paisseur), pour figurer
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Figure 2.12 – E´coulement moyen le long de la bande. Vu dans un plan x−y : (a) : champ de vecteurs
(vx, vy) superpose´ a` la norme du champ de vitesse (moyenne´ dans la direction paralle`le a` la bande)
(Lx×Lz = 110×72, Ny = 27, R = 350), (b) repre´sentation sche´matique. Vu dans un plan x−z : (c) :
lignes de courant de (vx, vz) (moyenne´ sur l’e´paisseur) superpose´es a` la norme du champ de vitesse
(moyenne´ sur l’e´paisseur) (d) : repre´sentation sche´matique centre´e sur la zone laminaire.
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la position des bandes (Fig. 2.12 (c)). La zone turbulente et la zone pseudo-laminaire apparaissent
respectivement en blanc et en noir, les zones interme´diaires apparaissant de la meˆme couleur, a` cause
de la moyenne sur l’e´paisseur. Les lignes de courant mettent en e´vidence un e´coulement le long de la
bande, principalement dans les zones interme´diaires. Cette circulation est quasiment nulle dans les
zones turbulentes et pseudo-laminaire a` cause du moyennage sur l’e´paisseur. La direction suivie par
cette circulation est indique´e par les fle`ches sur les lignes de courant. En moyenne sur le temps et
sur l’e´paisseur vx et vz ne varient pas dans la direction paralle`le a` la bande. Ainsi, le champ vx, vz
est paralle`le dans la direction normale a` la bande. La direction prise par cette circulation est oppose´e
dans chaque zone interme´diaire, ou` sa valeur maximale est de l’ordre de 0.1U . Ces sens de circulation
de´pend de l’orientation de la bande : pour une bande dans l’autre orientation, vz change de signe,
affectant le sens de cette circulation. Elle peut eˆtre repre´sente´e sche´matiquement sur la figure 2.12
(d), ou` on place la bande turbulente au centre du domaine, on indique les zones turbulente, laminaire
et interme´diaires a` l’aide des lettres T, L et I et on repre´sente cette circulation a` l’aide de fle`ches. Le
champ de vecteur repre´sente´ le long de la direction normale a` la bande permet de donner l’information
sur l’amplitude des composantes ( plus importante dans les zones interme´diaires et nulle au centre des
zones turbulentes et laminaires) dans chaque zone, en plus de l’information sur la direction donne´e
par les lignes de courant.
Profils moyens, trois dimensions, trois composantes
La description en deux dimensions, deux composantes, sur deux types de plan (x − y et x − z)
permet de se figurer les principales caracte´ristiques de l’e´coulement autour de la bande. On comple`te
cette description a` l’aide des profils de vitesse moyenne´s conditionnellement en espace dans chaque
zone, puis en temps (jusqu’a` ce que les corrections soient infe´rieures au pourcent) pour redonner le
volume a` cette description et pre´ciser les syme´tries de l’e´coulement moyen. On re´alise cette description
sur deux se´ries de profils, a` Ny = 15 et a` Ny = 27 (Fig. 2.13, 2.14, 2.15) pour mettre en e´vidence
le fait que la proce´dure de re´duction de la re´solution n’affecte pas ces profils. On ajoute des barres
sur les profils a` Ny = 15 pour mettre en e´vidence les fluctuations en temps autour de la moyenne.
On pre´sente les profils composante par composante. On fera bien e´videmment la comparaison avec
les profils calcule´s par Barkley & Tuckerman en domaine incline´. On fera aussi le bilan des syme´tries
pour chaque composante. Une des principales diffe´rences entre les deux approches tient dans le fait
que ces profils sont calcule´s a` chaque instant exactement dans les zones identifie´es comme pseudo-
laminaire, interme´diaires et turbulentes, tandis que l’approche consistant a` moyenner le long de la
diagonale puis extraire les modes de Fourier pertinents peut introduire des diffe´rences dues au fait
que la bande n’est pas a` chaque instant exactement droite mais le´ge`rement morcele´e. Les diffe´rences
introduites sont minimes et disparaissent apre`s moyenne.
On conside`re d’abord les profils longitudinaux vx, e´chantillonne´s dans les zones turbulentes (v
t
x)
et laminaires (vlx) a` Ny = 15 (Fig. 2.13 (a)) et Ny = 27 (Fig. 2.13 (c)) ainsi que dans les zones
interme´diaires (vf,rx , f et r de´signant front et rear, avant et arrie`re) a` Ny = 15 (Fig. 2.13 (b)) et
Ny = 27 (Fig. 2.13 (d)). Il n’y a pas de de diffe´rence entre le cas a` Ny = 15 et celui a` Ny = 27. On
retrouve dans les profils moyenne´s conditionnellement en espace l’information que l’on trouvait dans
les visualisations instantane´es. Ainsi, on a des profils en S dans la zone turbulente et interme´diaire,
comme note´ sur la figure 2.12 (a), ainsi que des profils quasi-nuls dans un demi gap et non nuls dans
l’autre dans la zone interme´diaire. Moyenne´s sur l’e´paisseur, ils redonnent une contribution nulle
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Figure 2.13 – Profil de vitesse vx moyenne´ conditionnellement en espace et moyenne´ en temps : (a) :
dans les zones laminaires et turbulentes (Ny = 15), (b) : dans les deux zones interme´diaires (Ny = 15),
(c) : dans la zone turbulente (Ny = 27), (d) : dans les deux zones interme´diaires (Ny = 27)
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dans les zones turbulentes et laminaires, et une contribution non nulle dans les zones interme´diaires,
comme note´ sur la figure 2.12 (c). Selon que l’on soit a` l’avant ou a` l’arrie`re des bandes, le signe de la
contribution change pas si la bande change d’orientation. Seule l’amplitude de ces profils change avec
le nombre de Reynolds (une augmentation d’une dizaine de pourcents), que cela soit dans la zone
turbulente (Fig. 2.13 (c)) ou dans la zone interme´diaire (Fig. 2.13 (d)). On comparera ces variations
avec celles de Et et E. Finalement, les syme´tries de ces profils sont mises en e´vidence. Barkley &
Tuckerman les ont identifie´es comme une centrosyme´trie par rapport a` l’axe passant a` y = 0 au milieu
de la zone turbulente [6]. On peut l’expliciter sous la forme y ↔ −y, v ↔ −v, ainsi, cette ope´ration
laisse invariantes les zones turbulentes et laminaires et e´change les deux zones interme´diaires :
vtx(y) = −vtx(−y) , vlx(y) = −vlx(−y) , vfx(y) = −vrx(−y) . (2.14)
On a de plus, en premie`re approximation, la relation entre profils turbulents et interme´diaires :
vtx(y) ≃ vfx(y) + vrx(y) ≃ vfx(y)− vfx(−y) ≃ vrx(y)− vrx(−y) . (2.15)
On fera pleinement usage de cette particularite´ de l’e´coulement dans le chapitre 3 pour de´crire l’en-
semble de la de´pendance en y de vx a` l’aide d’une seule forme de fonction.
Les profils transverses vz sont de la meˆme manie`re e´chantillonne´es dans les zones turbulentes et
laminaires a` Ny = 15 (Fig. 2.14 (a)) ainsi que dans les zones interme´diaires a` Ny = 15 (Fig. 2.14 (b)),
pour plusieurs tailles (Fig. 2.14 (c)) a` Ny = 15 et a` Ny = 27 (Fig. 2.13 (d)). Il n’y a pas de diffe´rence
entre le cas a` Ny = 15 et celui a` Ny = 27 (Fig. 2.14 (b,d)). Le profil turbulent v
t
z a une amplitude
faible par rapport aux profils laminaire vlz ou interme´diaires v
f,r
z (Fig. 2.14 (a,b)), en particulier
compare´ a` la situation de vx. Ces profils ont des formes tre`s similaires aux profils vx et contiennent
la meˆme centro-syme´trie. Moyenne´s sur l’e´paisseur, ces profils redonnent la contribution attendue
lors de l’examen des lignes de courant (Fig. 2.12 (c)) : non nulles dans les zones interme´diaires et
nulles dans les zones turbulentes. L’autre particularite´, que l’on ne retrouve pas dans vx, tient dans
la variation de l’amplitude de vf,rz avec la taille Lz , soit l’angle de la bande. Cela est entie`rement lie´
au fait que vx, vz est paralle`le a` la direction de la bande, la composante s’ajustant a` la direction est
vz.
On discute finalement les profils vy. On les e´chantillonne dans les zones turbulentes et laminaires a`
Ny = 15 (Fig. 2.15 (a)) ainsi que dans les zones interme´diaires a` Ny = 15 (Fig. 2.15 (b)) et a` Ny = 27
(Fig. 2.15 (c)). Il n’y a pas de diffe´rence entre le cas a` Ny = 15 et celui a` Ny = 27. Encore plus que
pour vz, vy est bien plus petit dans la zone turbulente que dans les zones interme´diaires, cette fois ci,
d’un ordre de grandeur. A` cause de la faible valeur de la moyenne, les fluctuations relatives en temps
paraissent importantes. On retrouve dans ces profils l’image que l’on avait dans les champs de vecteur
de la figure 2.12 (a), qui met en e´vidence la quasi-absence de composante vy dans la zone turbulente
et pseudo-laminaire, et son existence dans les zones interme´diaire. Son roˆle dans l’e´coulement moyen
est de fermer la circulation dans le plan x− y et maintenir l’incompressibilite´. La composante vy suit
bien e´videmment aussi la centro-syme´trie de l’e´coulement.
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Figure 2.14 – Profil de vitesse vz moyenne´ conditionnellement en espace et moyenne´ en temps :
(a) : dans les zones laminaires et turbulentes (Ny = 15), (b) : dans les deux zones interme´diaires
(Ny = 15), (c) : dans les zones interme´diaires pour plusieurs tailles (system Lx = 128, R = 295,
Ny = 15), (d) : dans les deux zones interme´diaires (Ny = 27)
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Figure 2.15 – Profil de vitesse vy moyenne´ conditionnellement en espace et moyenne´ en temps : (a) :
dans les zones laminaires et turbulentes (Ny = 15), (b) : dans les deux zones interme´diaires (Ny = 15),
(c) : dans les deux zones interme´diaires (Ny = 27). Les triangles repre´sentent les fluctuations relatives
(en temps) autour du profil moyen.
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Chapitre 3
Suivi instantane´ : Instabilite´ de
cisaillement
Dans ce chapitre, on s’inte´resse au comportement de l’e´coulement a` l’e´chelle de l’e´paisseur, en
dessous de l’e´chelle des bandes. On commence par donner une description de l’e´coulement quasi-
permanent module´ a` petite et grande e´chelle, mode´lise´e par un e´coulement dit e´coulement de fond.
Une fois cette description donne´e, on peut identifier les e´carts a` cet e´coulement, en particulier l’in-
stabilite´ de cisaillement qu’on met en avant et qu’on quantifie dans les DNS. A` l’aide du mode`le
d’e´coulement de fond, on peut faire une analyse de stabilite´ line´aire pour explorer ses me´canismes et
faire une comparaison avec les re´sultats tire´s de la DNS.
3.1 Mode`le de l’e´coulement de fond
On introduit dans cette section la description de la part quasi-stationnaire de l’e´coulement a`
l’e´chelle locale (O(h)) comme de la bande (O(100h)). Cela permet de pre´ciser le cadre utilise´ pour
la description phe´nome´nologique de l’instabilite´ et son analyse line´aire. On rappelle d’abord la forme
de la modulation grande e´chelle de l’e´coulement moyen, en prenant un point de vue le´ge`rement
diffe´rent de celui de Barkley & Tuckerman [6,96] : on met l’accent sur le profil de vitesse dans la zone
interme´diaire. On de´crit ensuite ce que l’on entend par e´coulement de fond, comme description mode`le
de la part quasi-stationnaire et spatialement presque pe´riodique de l’e´coulement. La description a`
grande e´chelle permet de proposer une formulation analytique des profils trouve´s dans l’e´coulement.
Cette description permet de de´crire a` la fois l’e´coulement longitudinal et transverse. Cette description
introduit un petit nombre de parame`tres. La gamme de parame`tres pertinente et son comportement
en espace sont extraits des DNS. Finalement, on discute du type de forces maintenant l’e´coulement
de fond et de leur effet dans l’analyse de stabilite´ line´aire.
3.1.1 De´scription de Fourier a` grande e´chelle
On prend un point de vue instantane´. Comme on examine des grandes e´chelles de l’e´coulement, les
grandeurs extraites auront de fait subi un premier moyennage. On e´tudie donc des quantite´s fluctuant
peu sur les e´chelles de temps conside´re´es. On prend un exemple typique a` Lx × Lz = 110 × 72,
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R = 350. Pour chaque cote y, on calcule la transforme´e de Fourier du champ vx dans le plan (x− z)
correspondant. On s’inte´resse aux profils des modes (kx, kz) = (0, 0) et (1,±1) qui contiennent la
modulation de la turbulence [6] (§ 4). Les harmoniques suivants sont ne´gligeables et de´corre´le´s. Ces
profils contiennent la description a` grande e´chelle de l’e´coulement. Un premier aperc¸u (Fig. 3.1 (b))
montre qu’ils sont tre`s similaires a` ceux extraits du domaine incline´ de Barkley & Tuckerman.
On commence par examiner la phase ψ(y) du mode de Fourier (1,±1) de l’orientation pre´sente
dans le domaine en fonction de y (Fig. 3.1 (a)). On trouve une phase quasi constante φ+1,−1 dans
chaque demi e´paisseur y < 0 et y > 0 et un saut en y = 0. La phase ψ−1 en y = −1 est prise comme
re´fe´rence et fixe´ a` ψ−1 = 0. On peut en de´duire la diffe´rence de phase ψ = ψ1 − ψ−1 ≃ π/2. Cette
quantite´ contient le de´calage de l’e´coulement entre y < 0 et y > 0.
Barkley & Tuckerman ont e´crit l’e´coulement longitudinal moyen sous la forme :
V˜x = g0 + gc cos
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
))
+ gs sin
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
))
.
Dans ce type de description, on passe d’une orientation de la bande a` une autre en passant de
x/Lx + z/Lz a` x/Lx − z/Lz . Les profils g0,c,s ainsi que tous les profils v pre´sents dans la suite
de´pendent de y. En utilisant la phase extraite pre´ce´demment, on re´e´crit cette expression :
V˜x = y + 〈v〉+ vp cos
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
))
+ vn cos
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
)
+ ψ
)
.
On y fait apparaˆıtre la moyenne 〈v〉 de vx, ainsi que deux profils de´signe´s comme positifs et ne´gatifs
vp et vn, qui sont non nuls respectivement dans les parties basses et hautes de l’e´coulement. Cette
re´e´criture permet de centrer la description grande e´chelle autour des profils trouve´s dans les zones
interme´diaires (figure 2.14, 2.15, § 2.3.2), la` ou` l’un ou l’autre des cosinus vaut 1. On retrouve le fait
que toute la de´pendance normale a` la paroi peut eˆtre de´crite a` l’aide d’une seule forme de profil et
des syme´tries de l’e´coulement. A` l’aide de ces notations, le mode (1, 1) s’e´crit :
vˆ =
vp + cos(ψ)vn + ı sin(ψ)vn
2
.
On peut donc tirer les profils vp,n des transforme´es de Fourier vˆ. Ils sont trace´s sur la figure 3.1
(b). On obtient la forme des profils dans les zones interme´diaires (voir figures 2.14 et 2.15, § 2.3.2
par exemple). En bonne approximation, la moyenne ve´rifie : 〈v〉 ∝ vp + vn. La centrosyme´trie de
l’e´coulement se retrouve dans ces profils : vp(y) = −vn(−y). On peut donc re´e´crire la de´pendance
grande e´chelle de l’e´coulement :
V˜x = y + v
p
(
1 + γ cos
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
)))
+ vn
(
1 + γ cos
(
2π
(
x
Lx
+
z
Lz
)
+ ψ
))
. (3.1)
L’ensemble des trois profils pre´sents dans cette formulation peut eˆtre exprime´ a` l’aide d’une seule
fonction et d’ope´rations simples (addition, multiplication par un scalaire, syme´trie). On tirera avan-
tage de ce fait dans le mode`le de l’e´coulement de fond, dans le cadre quasi paralle`le. Des combinaisons
line´aires d’un seul profil seront utilise´es pour de´crire les diffe´rentes zones de l’e´coulement.
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Figure 3.1 – (a) : Phase du mode du motif en fonction de y. (b) : Profils extraits du mode du motif.
(c) Profils correspondant a` la modulation petite e´chelle de l’e´coulement de vitesse longitudinal.
Finalement, on peut extraire la constante γ de cette expression. L’e´coulement grande e´chelle au
centre des zones laminaires et turbulentes ne diffe`re que par son amplitude. On peut alors de´terminer
la position correspondante, 2π(x/Lx + z/Lz) = φ pour le centre de la zone turbulente. Le centre
de la zone laminaire correspond juste a` un de´calage de la phase de π. Les deux profils vn,p ont la
meˆme ponde´ration a` ces deux positions. Cela donne cos(φ) = cos(φ + ψ). En de´veloppant, on a
φ = − arctan(sin(ψ)/(1 − cos(ψ))). Puis en remplac¸ant la valeur de ψ ≃ π/2 trouve´e dans la DNS,
on a φ ≃ π/4. En e´crivant a(y) le profil turbulent, b(y) le laminaire, et c(y) = vp + vn, on a :
2c (1 + γ cos(ψ)) = a
2c (1− γ cos(ψ)) = b
En posant x le facteur de proportionnalite´ entre a+ b et c, on trouve γ = (1− x)/((1+ x) cos(ψ),
et en y plac¸ant les donne´es de la DNS, on trouve γ ≃ 1. Cela permet d’annuler la contribution de vp
(ou vn) dans la re´gion interme´diaire correspondante.
On passe ensuite a` la modulation de la composante transverse de l’e´coulement moyen. On suit l’ap-
proche de Barkley & Tuckerman, en mettant l’accent sur les profils trouve´s dans la zone interme´diaire,
comme pour la composante longitudinale. On peut e´crire une de´pendance du type :
V¯z = v¯
b1
z
(
1 + sin
(
2π(
x
Lx
+
z
Lz
)
))
+ v¯b2z
(
1 + sin
(
2π(
x
Lx
+
z
Lz
) + ψ
))
. (3.2)
Les profils vb1,b2z peuvent eˆtre extrait au choix des transforme´es de Fourier de l’e´coulement ou
des profils moyens. Comme remarque´ (Fig. 2.14, pp. 36), l’amplitude, et dans une moindre mesure la
forme de ces profils, de´pend de l’angle de la bande. On restera au niveau des profils moyens de V¯z,
on vera qu’il ne joue qu’un roˆle d’advection dans l’instabilite´.
3.1.2 E´coulement de fond
On de´crit qualitativement le de´tail a` petite e´chelle de l’e´coulement. Cette description est utile pour
identifier l’instabilite´ dans les DNS (section 3.2). Elle sert aussi de base pour l’analyse de stabilite´
line´aire (section 3.4).
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Figure 3.2 – (a) : Profil de vitesse longitudinal, le long d’une diagonale, moyenne´ sur un interval
de temps T = 25 (dans la zone turbulente). (b) : Autocorre´lation normalise´e du champ de vitesse
longitudinal (a` nouveau moyenne´ sur une feneˆtre de T = 25) le long de la direction z′ pour deux
distances a` la parois y (dans la zone turbulente), (c) : Fonction de corre´lation de vx, le long d’une
diagonale, pour diffe´rentes feneˆtres de moyennage, en fonction de δz′, (d) : Corre´lations du champ de
vitesse longitudinal a` y0 = −0.62 avec le champ de vitesse a` y, pour plusieurs positions x (∆z′ = 0,
moyenne´s sur une feneˆtre T = 25).
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(a)
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Figure 3.3 – Isovaleurs de vx = −0.35 (a) et vx = +0.35 (b), dans un syste`me Lx × Lz = 110× 72,
R = 350, Ny = 27
On commence par une description qualitative de l’e´coulement. L’e´coulement en forme de streaks
peut eˆtre vu sur la figure 3.2 (a) ou sur la figure 3.3. Le premier exemple correspond a` des niveaux
de couleur du champ de vitesse longitudinal au milieu de la zone turbulente, et illustre l’amplitude
du champ vx et sa pe´riodicite´ en espace. Le second exemple correspond a` des surfaces de niveau du
champ de vitesse longitudinal centre´ autour de la zone laminaire et met en e´vidence la pe´riodicite´
de l’e´coulement et son organisation dans le plan x− z (obliquite´, de´calage haut/bas). Dans les deux
cas, les streaks correspondent a` un profil de vitesse approximativement donne´ par les profils moyens
(Fig. 2.13, Fig. 2.14, Fig. 2.15) ou des modes de Fourier (Fig. 3.1), de plus grande amplitude, confine´s
dans une zone mince. Dans la zone turbulente, le champ de vitesse vx > 0 dans le bas de l’e´coulement
(y < 0) fait face a` vx < 0 (de plus faible amplitude |vx(y < 0)| > |vx(y > 0)|) dans le haut (y > 0),
et vice versa.
On montre d’abord que sur des feneˆtres temporelles relativement longues, on trouve un e´coulement
module´ quasi-sinuso¨ıdalement dans la direction transverse. Cette re´gularite´ et le fait qu’elle se main-
tient en temps peut eˆtre mis en e´vidence sur les fonctions d’autocorre´lation, dans la directions
z′ paralle`le a` la bande (direction note´e x′ chez Barkley & Tuckerman [5]) 〈f(z′)f(z′ + δz′)〉z′ =∫
dz′f(z′)f(z′ + δz′) (Fig. 3.2 (b,c)) ou y (Fig. 3.2 (d)). Les fonctions de corre´lation instantane´es
montrent la re´gularite´ et l’organisation, on se penche plus pre´cise´ment sur le maintien de cette
re´gularite´ en temps, au dela` des simples visualisations (section 3.2). Les fonctions d’autocorre´lation
du champ vx moyenne´ en temps sont donc examine´e. Le choix d’un moyennage court en temps per-
met de s’abstraire partiellement des instabilite´s apparaissant dans l’e´coulement pour se concentrer
sur l’e´coulement de fond, comme celle e´tudie´e dans la suite, ou le cycle auto-entretenu [49, 101].
On peut conside´rer la fonction d’autocorre´lation en fonction de δz′, le long des diagonales pa-
ralle`les a` la bande. Les deux exemples choisis sont pris dans la zone turbulente. On fait d’une part
la comparaison entre haut et bas (Fig. 3.2 (b)) et entre feneˆtres de moyennage (Fig. 3.2 (c)). Dans
les deux cas, le comportement presque pe´riodique de l’e´coulement est mis en e´vidence, qui apparaˆıt
dans les modulations de la fonction d’autocorre´lation, avec un espacement, entre deux streaks λz ∼ 4.
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La corre´lation a` grande distance apparaˆıt dans la tre`s lente de´croissance de l’enveloppe des fonctions
d’autocorre´lation. La comparaison haut/bas tient en bonne approximation, les deux fonctions d’auto-
corre´lation a` y = ±0.62 sont e´gales pour δz′ . 5 et tre`s similaire au dela` . Ces corre´lations s’effacent
lentement avec la dure´e des feneˆtres de moyennage (Fig. 3.2 (c)). On voit de´croˆıtre lentement l’en-
veloppe de la fonction d’autocorre´lation et le comportement des modulations change avec la dure´e
de moyennage. Cela n’est pas en de´saccord avec le fait qu’une image claire est trouve´e quelque soit
le temps de de´part de la feneˆtre de moyennage. Les corre´lations sont re´duites par le chaos local et
des effets de l’advection, car les streaks ne se reforment pas exactement comme ils e´taient apre`s le
passage d’une instabilite´. Le processus auto-entretenu de la turbulence vient ajouter a` ce bruit.
En plus de la corre´lation transverse, on confirme la bonne corre´lation haut/bas. Cela peut se voir
dans les fonctions de corre´lations en y, a` ∆z = 0. On peut les examiner a` diffe´rentes positions x
correspondants a` x = 0 (L), x = 15 (L), x = 30 (I), x = 45 (I), x = 60 (T), x = 75 (T), x = 90
(I), x = 105 (I). La meilleure corre´lation haut/bas se retrouve dans la zone turbulente, ou` des streaks
positifs sont en face de streaks ne´gatifs. La plus basse se trouve dans les zones interme´diaires, ou` les
streaks en haut/bas sont en face de vx = 0 en bas/haut.
Ainsi, pour e´tudier l’instabilite´ et l’advection des perturbations, on peut faire le mode`le sui-
vant : l’e´coulement est suppose´ pe´riodique a` petite e´chelle (lz ∼ 4) dans la direction transverse et
inde´pendant du temps. Ces profils quasi-permanent sont cre´e´s d’une part par l’advection par les vor-
tex longitudinaux (pour la de´pendance en y) [101] et d’autre part par l’advection par l’e´coulement de
base y~ex (pour le de´calage haut/bas). On peut e´tudier cet e´coulement dans trois re´gimes : celui ou`
on ne´glige les forces de type tension de Reynolds le maintenant, celui ou` on mode´lise ces forces par
un terme de type tension et celui ou` on les mode´lise par une viscosite´ turbulente. L’effet de l’insta-
bilite´ sur l’advection formant l’e´coulement de fond n’est pas pris en compte, cela donne des re´sultats
satisfaisant dans ce re´gime [101]. On pourra alors utiliser les e´quations line´arise´es (2.6)-(2.12) autour
du profil de l’e´coulement de fond. La DNS permet de visualiser et de mesurer l’apparition d’e´cart
a` la description mode`le. L’analyse de stabilite´ line´aire d’un tel e´coulement vient mode´liser l’appa-
rition et l’advection de la vorticite´ transverse dans la DNS. La comparaison entre les deux permet
de ve´rifier la cohe´rence des hypothe`ses faites pour l’analyse line´aire. L’amplitude de ce profil suit la
meˆme de´pendance que l’e´coulement moyen de l’e´quation (3.1). Cependant, les profils longitudinaux
qu’on trouve par moyenne ou analyse de Fourier sont diffe´rents des profils trouve´s effectivement dans
l’e´coulement, tant au niveau de l’e´paisseur de la couche de cisaillement que de l’amplitude. De plus,
ils fluctuent en temps. Leur description analytique et l’extraction des profils effectifs sont de´crits
dans les sections suivantes. A` l’aide de cette description mode`le et des e´chantillonnages, on peut
reconstruire une description ide´alise´e de l’e´coulement, de laquelle on peut extraire les e´coulements
a` grande e´chelle ainsi que des caracte´ristiques d’instabilite´s. Cela permet de mieux comprendre le
comportement complexe des DNS.
3.1.3 Description analytique
On se sert des profils moyens fixe´s dans les zones interme´diaires comme base pour e´crire une
expression analytique de profils utilise´e dans le mode`le de l’e´coulement de fond. On cherche l’optimum
entre la ne´cessite´ de pre´cision et celle de simplicite´. Ce type d’expression sert a` de´crire la de´pendance
en y de la modulation a` petite e´chelle. Les visualisations indiquent les deux parame`tres principaux de
ces profils : leur amplitude et l’e´paisseur de la couche de me´lange. On peut aussi faire varier la position
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du maximum de chaque profil, elle sera cependant fixe´e une fois pour toute pour vx et vz. On choisi
la formulation suivante pour un maximum, respectivement, dans le bas et le haut de l’e´coulement :
hd1(y) = − (− tanh(d(−1− s1)) + tanh(d(y − s1)) (1− exp(−0.05(1− y)))) , (3.3)
hd
′
2 = (tanh(−(1 − s2)d′) + tanh(−d′(y − s2))) (1− exp(−0.05(1 + y))) . (3.4)
La couche de cisaillement autour de y = 0 est repre´sente´ par la tangente hyperbolique. Les
parame`tres d et d′ correspondent aux inverses des e´paisseurs de couche de cisaillement : ce sont les
deux parame`tres de controˆle de ces fonctions. On trace deux exemples de ces fonctions, avec des
parame`tres et une amplitude choisis pour s’adapter aux profiles vp,nx et v
b,f
z sur la figure 3.4 (a,b).
Si d = d′, ces deux profils ont la syme´trie y ↔ −y, v ↔ −v de l’e´coulement. C’est ce qui guide
le choix de f2 une fois f1 de´fini. Le facteur (1 − exp(−0.05(1 ± y))) permet d’annuler le profil a` la
paroi, la valeur 0.05 fixe l’e´paisseur de cette couche cisaille´e. Avec s1,2, ces valeurs fixent la position
du maximum du profil. En pratique les profils de´pendent assez peu de ce parame`tre tant qu’il n’est
pas trop important. En effet, on attend des profils de vitesse qu’ils soient relativement lisse´s par la
viscosite´ pre`s de la paroi. On utilise alors des profils du types :
V¯x(y) = y + v¯x = y +
ahd1(y)
maxy(hd1(y))
+
bhd
′
2 (y)
maxy(h
d′
2 (y))
(3.5)
Pour de´crire la de´pendance de l’e´coulement de fond. Ils sont utilise´s pour l’e´chantillonnage de pa-
rame`tres a, b, d, d′ puis l’analyse line´aire desdits profils. On peut examiner l’accord avec les profils
moyens vp,nx (Fig. 3.4 a) et v
b,f
z (Fig. 3.4 b). Pour d = d
′,
∫
dy V¯x ≃ −0.25(a − b). Cette relation est
le´ge`rement modifie´e par lorsque d 6= d′.
3.1.4 E´chantillonnage de parame`tres
On compare de manie`re ge´ne´rale cette description analytique a` l’e´coulement. On le moyenne
pre´alablement sur une feneˆtre en temps de T = 25. Cette dure´e est suffisamment longue pour effacer
la trace des fluctuations de courte dure´e (instabilite´s, etc.) tout en e´tant suffisamment courte pour
ne pas brouiller l’e´coulement. Le syste`me choisi pour l’e´chantillonnage a une taille de 110× 72, et est
a` R = 350. A chaque position x de l’e´coulement, on fait correspondre une pdf de (a, b, d, d′) : le profil
de l’e´quation (3.5) est ajuste´ sur vx a` chaque position z
′. Ces distributions sont caracte´rise´es par leur
moyenne m et l’e´cart quadratique moyen σ (Fig. 3.5). On e´tudie la moyenne selon z′ ainsi que les
minima et maxima m± σ en fonction de x. Ces deux dernie`res quantite´s indiquent l’amplitude de la
modulation petite e´chelle et sont le´ge`rement augmente´es par les fluctuations.
On peut examiner le comportement de la modulation (Fig. 3.5 (a)), des e´paisseurs de couche de
cisaillement (Fig. 3.5 (b)) ainsi que de la position des maxima (Fig. 3.5 (c)). Les positions de maxima
s1,2 varient relativement peu et seront fixe´s dans toute la suite a` ±0.6. Les inverses des e´paisseurs
de couche de cisaillement d, d′ se placent dans une gamme de valeur, avec une de´pendance molle
en la position x. On conside`rera dans toute la suite qu’elles sont relativement inde´pendante de la
position x et distribue´es entre 1 et 4. Cependant on n’a pas a priori de corre´lation claire entre d
et d′, on ne prendra pas syste´matiquement d = d′. Cette de´corre´lation peut eˆtre comprise comme
l’effet du de´calage des streaks longitudinaux (Fig. 3.2 (a), 3.3). Cette syme´trie est re´introduite par
46 CHAPITRE 3. SUIVI INSTANTANE´ : INSTABILITE´ DE CISAILLEMENT
−1 −0.5 0 0.5 1
−0.1
−0.05
0
0.05
0.1
y
v x
 
 
vp
vn
(a)
f2
f1
−1 −0.5 0 0.5 1
−0.08
−0.06
−0.04
−0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
y
v z
 
 
front
rear
f1
(b)
f2
Figure 3.4 – (a) Exemple de profil de vitesse moyen vp,n (Ny = 27, R = 350, Lx × Lz = 110× 72),
compare´ a` h1,2 : (a = 0.14, b = 0), (a = 0, b = 0.13), d1 = d2 = 2, s est pris a` ±0.67. (b) Exemple
de h1,2, bz = 0.08, d = 1.8, le maximum est pris pre`s de y = −0.2, compare´ a` un exemple de profil
d’e´coulement transverse vz moyenne´ conditionnellement en espace dans les zones interme´diaires (voir
figure 2.15c) pour Lx = 110, Lz = 72, R = 350.
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Figure 3.5 – Ajustement des profils longitudinaux feneˆtre´s en temps : (a) : amplitudes a et b en
fonction de x. (b) : inverse de l’e´paisseur de la couche de cisaillement d en fonction de x. (c) : de´calage
s en fonction de la position. Les triangles correspondent aux fluctuations.
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le moyennage dans les profils moyens ou extraits de l’analyse de Fourier. De la figure 3.5 (a), on
note tout de suite la modulation quasi sinuso¨ıdale de l’amplitude a` grande e´chelle. Cela e´tait attendu
e´tant donne´e la modulation de l’amplitude moyenne. La courbe en trait plein correspond a` la moyenne
locale de l’amplitude. Les maxima (triangles vers le haut) correspondent a` l’amplitude de l’e´coulement
longitudinal dans le coeur des streaks turbulents, les minima aux ze´ros, entre deux streaks de meˆme
signe (voir la figure 3.2 (a)). On trouve les maxima de a et b dans les zones interme´diaires, ainsi
que deux croisements, un a` faible amplitude dans la zone pseudo-laminaire et un a` forte amplitude
dans la zone turbulente. Cela donne les ordres de grandeur de parame`tre a` prendre pour mode´liser
l’organisation en streak de l’e´coulement a` chaque position x.
Le meˆme type de description peut eˆtre utilise´ pour l’e´coulement de fond transverse. On pose alors
les amplitudes az et bz, et les inverses d’e´paisseur de couche de cisaillement dz et d
′
z. Comme explique´
pre´ce´demment, le choix des parame`tres se fait sur l’e´coulement moyen. On utilise donc les profils
moyens pour extraire des parame`tres. voir par exemple les figures 2.14, 2.15 ou 3.4 (b) pour une com-
paraison quantitative. On choisira une modulation sinuso¨ıdale comme introduite dans l’e´quation 3.2.
Les inverses d’e´paisseurs de couche de cisaillement sont prises autour de 1.8, les positions des maxima
a` ±0.2, et les amplitudes varient typiquement de 0 a` 0.08
3.1.5 E´coulement de fond et lien cine´matique avec le grand e´coulement
On montre de manie`re simple, sur une description tronque´e en y, qui correspond a` l’approximation
a` l’ordre le plus bas, que le grand e´coulement correspond a` la moyenne spatiale des streaks turbulent
et vortex longitudinaux. Cette relation est bien entendu purement cine´matique et ne prouve pas
l’e´quilibre stable des bandes.
Composante longitudinale vx
On part des constatations phe´nome´nologiques concernant la modulation grande et petite e´chelle.
On s’abstrait en premier lieu de la modulation grande e´chelle de l’e´quation (3.1) pour de´crire le com-
portement semi pe´riodique mis en e´vidence dans la litte´rature [40,49] dans les visualisations (Fig. 3.2
(a), Fig. 3.3) ou les fonctions de corre´lation (figure 3.2 (b,c)). Ces dernie`res mettent en e´vidence la
succession de streaks de vitesse vx > 0 et vx < 0, de pe´riode λz ≃ 4. On utilise la description de
l’e´coulement a` l’aide du profil interme´diaire, de´crit par l’e´quation (3.3) (ou son syme´trique), ou, dans
le cas d’une description modale tronque´e (voir l’annexe B) :
s± = (f1 ± βf0) (3.6)
avec β de l’ordre de 1 a` ajuster a` la main. Les profils qui apparaissent ici de´pendent de y. L’inte´ret
de cette description est de rendre la description de vp,n entie`rement manipulable a` la main. On peut
alternativement utiliser les fonctions h1,2 (Eq. (3.3)), en particulier lors de l’analyse line´aire. On donne
les deux exemples sur la figure 3.6 (a)
Localement, on peut de´crire la modulation de la composante longitudinale de l’e´coulement, orga-
nise´e en streaks de vitesse par :
V¯x = α1
1
2
(1− cos(2π
λz
z))s+ + α2
1
2
(1 + cos(
2π
λz
z))s− . (3.7)
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Figure 3.6 – (a) : Exemple de profils “interme´diaires” f1 ± βf0. (β = 1) (b) : Exemple du champ
vx dans un plan local y − z, α1 = α2 = 0.5, β = 1 pe´riodique, contenant deux streaks. Champ de
vitesse vx dans des plans y = ±0.5 correspondant a` la repre´sentation de l’e´coulement de fond (α = 0.5
β = 1) : (c) : y = −0.5, (d) : y = 0.5. (e) : Exemple d’e´coulement grande e´chelle obtenu avec cette
repre´sentation, α = 0.5, β = 1.
On donne un exemple sur la figure 3.6 (b). Le cœur des streaks correspond a` z ≡ 0[λz/2]. On a
choisi une description purement harmonique pour les streaks, i.e. on a coupe´ au premier harmonique,
celui de plus grande amplitude. Une description plus pre´cise, prenant notamment en compte le com-
portement des couches de me´lange vient rendre l’approximation plus pre´cise. De la meˆme manie`re
qu’ame´liorer la description de la de´pendance en y, ces pre´cisions comptent pour de´crire les processus
du type instabilite´ , mais sont typiquement des restes pour de´crire l’e´coulement moyen.
Les coefficients α1 et α2 contiennent la modulation grande e´chelle de l’e´quation (3.1). La par-
tie de´crite ici est perdue suite au processus de moyenne induit par les moyennes conditionne´es ou
d’extraction de coefficients de Fourier.
En prenant cette dernie`re en compte, on peut e´crire pour l’e´coulement ide´alise´ :
V¯x = −0.25α
((
1− cos
(
2π
Lx
x± 2π
Lz
z
)(
1− cos(2π
λz
z)
))
(βf0 + f1)
+
(
1− sin
(
2π
Lx
x± 2π
Lz
z
)(
1 + cos(
2π
λz
z)
))
(−βf0 + f1)
)
. (3.8)
Le coefficient α normalise le champ de vitesse. On donne des repre´sentations de cet e´coulement sous
forme de niveaux de couleurs de vx dans un plan x− z dans les figures 3.6 (d,e). On e´crit l’expression
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de l’e´quation (3.8) en fonction de la direction invariante z′, on obtient en fonction de x, y, z′ :
V¯x = −0.25α
((
1− cos(2π
Lx
x)
(
1− cos(2π
λz
(z′ ± xLz
Lx
)
))
(βf0 + f1)
+
(
1− sin(2π
Lx
x)
(
1 + cos(
2π
λz
(z′ ± xLx
Lz
))
))
(−βf0 + f1)
)
,
soit en moyennant sur z′
V¯x = −0.25α
((
1− cos
(
2π
Lx
x
))
(βf0 + f1) +
(
1− sin
(
2π
Lx
x
))
(−βf0 + f1)
)
. (3.9)
Les modes 0, cos et sin obtenus ici de´crivent les re´sultats nume´riques de Barkley et Tuckerman [6].
Et en utilisant les fonctions f0 et f1 pour s+ et s−, on obtient pour l’e´coulement grande e´chelle
moyenne´e sur l’e´paisseur :
V¯x = −0.25αβ
√
15
3
(
− cos(2π
Lx
x) + sin(
2π
Lx
x)
)
,
soit
V¯x = −0.25α
√
30
3
sin(
2π
Lx
x− π
4
) , (3.10)
qui correspond a` la figure 3.6 (e). On retrouve la modulation de vx pre´sente dans les lignes de courant
de l’e´coulement a` grande e´chelle (Fig. 2.12 (c), pp. 32).
Composantes transverse et normale a` la paroi
Des descriptions du meˆme type faisant intervenir uniquement des vortex longitudinaux ne donnent
pas de re´sultats concluants quant aux composantes y et z de l’e´coulement a` grande e´chelle. Si on
pratique une troncature extreˆme en utilisant les fonctions de base f1 pour vz et g0 pour vy, et qu’on
lie l’amplitude des deux champs graˆce a` l’incompre´ssibilite´, on obtient :
vy − 2π
λz
√
3
γ sin
(
2πz
λz
)(
1− y2)2 √315
16
vz = γ cos
(
2πz
λz
)
y
(
1− y2) √105
4
ωx = γ
√
105
4
cos
(
2πz
λz
)(
(1− 3y2) + π
2
λ2z
(1− y2)2
)
(3.11)
avec γ l’amplitude de la paire de vortex et λz la longueur d’onde entre deux streaks et deux paires
de vortex. Cette description a` petite e´chelle a une moyenne nulle. Une de ses faiblesse est que l’on a
ωx(±1) 6= 0, mais elle convient cependant pour une description purement cine´matique de l’e´coulement.
Si on lui ajoute une modulation du type 1+ cos(2πx/Lx± 2πz/Lz) (nulle dans la zone interme´diaire,
maximum dans la zone turbulente), avec Lx et Lz les longueurs d’onde de la bande, elle ne contiendra
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Figure 3.7 – Niveaux de couleur du champ de vitesse vz, tire´s de DNS, dans un domaine de taille
Lx × Lz = 110× 72, R = 350, Ny = 27 dans les plans y = −0.61 (a) et y = 0.61 (b).
toujours que des grands nombres d’onde en z (2π/λz, 2π/λz ± 2π/Lz) qui s’annule apre`s moyenne le
long de la diagonale. D’autre types de de´pendance a` grande e´chelle (marche, de´calage discret entre
chaque paire de vortex) peuvent donner une contribution non nulle, cependant, la composante vy de
l’e´coulement grande e´chelle change de signe avec l’orientation, donnant une composante non nulle,
mais tre`s faible compare´e a` l’e´coulement a` grande e´chelle.
Il apparaˆıt que les composantes vy et vz de l’e´coulement grande e´chelle sont une conse´quence de
la composante vx de l’e´coulement grande e´chelle et de l’incompressibilite´. Cela peut se voir dans des
visualisations de champ de vitesse vz instantane´s (Fig. 3.7). Ainsi, la modulation petite e´chelle et les
changements rapides de signe de vz lie´s a` ωx apparaissent dans la zone turbulente (30 . x . 80 a`
z = 0). La situation est diffe´rente dans les deux zones interme´diaires, qui apparaissent nettement a`
y = −0.61 (arrie`re, Fig. 3.7 (a)) et y = 0.61 (avant, Fig. 3.7 (b)). Sur une large bande, la composante
vz est peu module´e a` petite e´chelle, de l’ordre de ±0.2. Contrairement a` la composante vx, c’est cette
partie du champ qui contribue a` l’e´coulement a` grande e´chelle.
L’effet est bien moins net, mais du meˆme type, pour la composante vy de l’e´coulement a` grande
e´chelle.
3.1.6 Crite`res de stabilite´ et comportement local du mode`le
On teste ces profils a` l’aide des crite`res inviscides ne´cessaires de stabilite´ line´aire, c’est a` dire les
crite`res de Rayleigh, qui ne´cessite l’existence d’un point d’inflexion (a` ys), et le crite`re de Fjørtoft, qui
impose une condition plus pre´cise sur le point d’inflexion. Il ne´cessite que la quantite´ (V −V (ys))V ′′ ou
de manie`re e´quivalente V ′V ′′′ s’annule a` un endroit dans l’e´coulement. Chacune des deux formulations
inclut soit l’e´coulement de base y, soit sa de´rive´e. La question du crite`re de stabilite´ inviscide porte
non seulement sur la forme du profil, commande´e par d et d′, mais aussi son amplitude commande´e
par a et b. Il s’oppose en cela au crite`re de Rayleigh, qui ne´cessite V ′′ = 0 et qui ne pose donc
pas de condition sur l’amplitude a. On teste le cas d’une re´gion interme´diaire ou` on trouve b = 0
(figure 3.8), selon l’e´quation (3.1). La gamme de parame`tres (a,d) (Eq. (3.3) teste´e ici est un peu
plus large que celle trouve´e effectivement dans l’e´coulement. A` moins qu’une instabilite´ purement
visqueuse se ne produise, l’instabilite´ a` nombre de Reynolds fini se produit a` l’inte´rieur de la zone
ou` elle est autorise´e par les crite`res ne´cessaires inviscides. Cela ne´cessite une amplitude suffisamment
importante, au moins a & 0.5 pour des valeurs de d raisonnables, et une e´paisseur de couche de
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Figure 3.8 – Niveaux de gris du test des crite`res de Rayleigh et Fjørtoft pour le type de profils de
l’e´quation (3.3) (blanc : pas de point d’inflection, gris : crite`re de Fjørtoft non ve´rifie´, black : crite`re
de Fjørtoft ve´rifie´.
me´lange suffisamment fine au moins d & 2.5 pour des valeurs de a raisonnables. Cela donne une
premie`re confirmation que l’instabilite´ se produit dans le coeur des streaks turbulents, ainsi que le
profil laminaire y stabilise l’e´coulement.
Bien e´videmment, ces crite`res ne donnent une information que sur le taux de croissance, pas sur
la pulsation, ils ne sont qu’un pre´liminaire a` l’e´tude de stabilite´ locale. La question du comportement
de la pulsation et de la vitesse de groupe n’est re´gle´e que par une analyse de stabilite´ classique.
Cependant, cette premie`re exploration donne une bonne ide´e des parame`tres instables, et permet de
de´terminer si l’instabilite´ qu’on observera effectivement est visqueuse ou de type Kelvin–Helmholtz.
Les profils Vz, pris se´pare´ment, sont instables, a` cause de leur point d’inflexion. L’e´tude de stabilite´
line´aire va montrer qu’ils n’ont qu’un effet mineur sur le taux de croissance.
3.1.7 Tension de Reynolds maintenant l’e´coulement de fond : Principe
et e´quations
On pose la question des forces qui maintiennent l’e´coulement dit de fond dans son e´tat quasi-
permament. On propose un mode`le de ces forces pour l’analyse de stabilite´ line´aire. On part pour cela`
de leur origine physique. Ainsi, la composante V¯x, module´e a` petite e´chelle sur la longueur d’onde des
streaks est cre´e´e par la vorticite´ longitudinale ωx (principalement pre´sente dans la zone turbulente) et
advecte´e dans les zones interme´daires par l’e´coulement de base laminaire y. Ces effets contrebalancent
la diffusion visqueuse du profil. Cela a e´te´ note´ par Barkley & Tuckerman pour l’e´coulement moyen
dans la zone laminiaire [6]. Les deux sont pris en compte dans le cadre de l’approximation 2D d’une
instabilite´ confine´e en z. Dans le cas de la composante V¯z, module´e a` la grande c´helle de la bande Lx,
elle est maintenue par la pression pour assurer l’incompressibilite´ de l’e´coulement grande e´chelle.
On peut alternativement conside´rer un mode`le de viscosite´ turbulente [72]. Celui ci est moins
pertinent aux nombres de Reynolds conside´re´s (R ≃ 350, Rτ =
√
R ≃ 18.5). Le principe de ce mode`le
est d’introduire une viscosite´ νt qui mode`lise la tension de Reynolds vxvy. La viscosite´ totale est alors
νT = 1/R+νt. Son interpre´tation est moins claire dans notre cas : elle est suppose´e repre´senter l’effet
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des structures turbulentes dans le maintient du profil.
Force de type advection
On a ainsi pour le profil de l’e´coulement de fond v¯x (V¯x = y + v¯x) :
(y∂x + (vz∂z + vy∂y)) V¯x ≃ 1
R
∆v¯x . (3.12)
Dans ce cas, on a ∂x ≃ 1/Lx, ∂z ≃ 1/λz et ∆ ≃ ∂Sy . L’effet ainsi de´crit est mode´lise´ par un ope´rateur
f(y), ve´rifiant :
f v¯x ≃ 1
R
∂2y v¯x . (3.13)
On extrait ainsi f(y) de la relation :
f ≃ 1
R
∂2y v¯x
v¯x
.
L’e´quation de Navier–Stokes line´arise´ donne ainsi :
∂t~u+ (y + V¯x)∂x~u+ uy(1 + ∂yV¯x) + f(V¯x~ex + ~u) = −~∇P + 1
R
∆(V¯x~ex + ~u) .
On en de´duit l’e´quation d’Orr–Sommerfeld modifie´e pour uy ou la fonction de courant ψ :
∂t∆ψ +
(
(y + V¯x)∂x + f
)
∆ψ − ∂xψ∂2y(y + V¯x) + ∂yf∂yψ =
1
R
∆2ψ . (3.14)
On trouve ainsi deux effets de f sur l’instabilite´ : f∆ψ qui a tendance a` jouer sur l’advection et
∂yf∂yψ. Cette force f est suppose´ non perturbe´ par ~u = ux~ux + uy~uy (car provenant principalement
de y(1/Lx)+vz(1/λz). Dans une analyse ou` l’on a re´tablis le caracte`re trois dimension, on peut utiliser
la moyenne en z de v¯ et conside´rer que la modulation en z est maintenue par lift-up sur des dure´es
suffisamment longues, en gardant f ne de´pendant que de y. Ce type de point de vue a e´te´pris pour
des mode`les de viscosite´ turbulente [68].
L’effet de perturbations sur les forces qui maintiennent V¯z correspondent a` des perturbations aux
forces de pression et n’apparaissent donc pas dans les e´quations d’Orr–Sommerfeld–Squire.
On extrait f a` l’aide des profils de vitesse qu’on propose pour l’e´coulement. Se pose la question du
comportement de f (relativement libre) lorsque le profil de vitesse V¯x et ses de´rive´es s’annulent (soit
aux parois, voire dans un demi espace pour le cas de la zone interme´diaire). On re´gularise f a` l’aide
d’un masque, pour e´viter les variations trop brutales qui n’ont pas de pertinence physique (Fig. 3.9
(a)). Ainsi, on masque f pour V¯x < m, parame`tre variable. On masque de plus ∂y pre`s des bords et
au centre ou` l’on trouve des variations brutales non physiques |f ′|(y) > 1⇒ f ′(y) = 0 (Fig. 3.9 (b)).
Viscosite´ turbulente
La viscosite´ effective νT ve´rifie :
νT∂yV¯x = cte .
Cette expression est valide dans le cas d’un e´coulement turbulent moyen sans de´pendance en x. Dans
notre cas (faible de´pendance en x), on peut faire l’approximation que cette expression est valide,
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Figure 3.9 – Exemples de force f et de 1+ v¯′x en fonction de la coˆte y : (a) Force f (a = 0.7, d = 3.9,
R = 350) sans et avec contre-e´coulement b = 0.3 et exemple de valeur pour masque m = 0.07. (b) :
exemple de f ′ correspondant avec seuillage a` 1. (c) : Exemple de 1 + v¯′x
mais l’interpre´tation du roˆle de la viscosite´ est moins transparent, mais mode´lise tout de meˆme le
maintient de l’e´coulement quasi-permanent par les vortex longitudinaux et l’e´coulement de base. On
doit en particulier faire l’approximation que le second membre est effectivement constant et e´gal au
cisaillement a` la paroi, ce qui n’est a priori pas le cas : la valeur du cisaillement a` la paroi en ±1
n’est par exemple pas la meˆme dans une zone interme´diaire.
On a ainsi, en posant V¯x = 1 + v¯x :
νT∂yV¯x ≃ 1
R
⇔ νT = 1
R (1 + v¯′x)
.
On fera appel aux de´rive´es premie`res et secondes :
ν ′T = −
v¯′′x
R (1 + v¯′x)
2 , ν
′′
T =
2 (v¯′′x)
2 − v¯′′′x (1 + v¯′x)
R (1 + v¯′x)
3
On trace 1 + v¯′x sur la figure 3.9 (c) dans un exemple sans contre-e´coulement.
Pour de´terminer les e´quations de Navier–Stokes en pre´sence de ce terme, on commence par se
rappeler que le terme de viscosite´ s’e´crit de manie`re ge´ne´rale (sans prendre en compte la viscosite´
compressible) [48] :
∇(ν∇v +T (∇v)) .
Ainsi, en prenant en compte la de´pendance en y de νT , on obtient pour les e´quations de Navier–Stokes
line´arise´es en deux dimensions :
∂tux + V¯x∂xux + uy∂yV¯x = −∂xP + νT∆ux + ν ′T (∂yux + ∂xuy)
∂tuy + V¯x∂xuy = −∂yP + νT∆uy + 2ν ′T∂yuy .
On en de´rive l’e´quation d’Orr–Sommerfeld pour la fonction de courant :
∂t∆ψ + V¯ ∂x∆ψ − ∂xψ∂2y V¯ = νT∆2ψ + 2ν ′T∆ψ + ν ′′T
(
∂2yψ − ∂2xψ
)
(3.15)
Deux termes supple´mentaires de dissipation sont introduits par la viscosite´ turbulente.
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3.2 Expe´riences nume´riques
Une fois de´crit et compris le comportement quasi-permanent de l’e´coulement moyen et de l’e´coulement
de fond, on peut de´crire l’e´cart a` cet e´coulement, dans des DNS en re´gime de bande permanente dans
les domaines pe´riodiques. On commence par une identification qualitative de l’instabilite´ qui nous
inte´resse ici a` l’aide de visualisations dans des plans x−y, x, z ou y, z′ d’inte´reˆt. A` l’aide d’arguments
cine´matiques, le roˆle de la vorticite´ transverse est mis en e´vidence, et on s’en sert pour faire les
principales mesures : longueurs caracte´ristiques et vitesse d’advection.
3.2.1 Phe´nome´nologie
visualisation
On reprend d’abord brie`vement l’organisation de l’e´coulement de fond (streaky background flow),
pre´sente´ et quantifie´ en de´tail dans la section 3.1. On se re´fe`re a` la figure 3.10 (a) et a` la figure 3.11
(a,b,c,d,e) (a` T = 0). La premie`re donne des niveaux de couleur du champ de vitesse longitudinale
dans un plan x−y, la seconde montre des profils de ce champ de vitesse a` plusieurs endroits pertinents
de l’e´coulement, dans le meˆme plan. On identifie les zones interme´diaires (105 ≤ x ≤ 110, 0 ≤ x ≤ 15
contenant un streak “ne´gatif”, correspondant au profil de la figure 3.11 (d), et 25 ≤ x ≤ 55 contenant
un streak “positif” correspondant au profil de la figure 3.11 (a,b)), laminaire (15 ≤ x ≤ 25, profil
de la figure 3.11 (e)) et turbulente (55 ≤ x ≤ 105, profil de la figure 3.11 (c)). Les profils des zones
interme´diaires ont typiquement la forme vx > 0, y < 0 ou vx < 0, y > 0, tandis que les profils
laminaires et turbulents ont la forme en “S” attendue, le laminaire e´tant d’amplitude clairement
infe´rieur aux autres. Cela nous donne un point de comparaison entre le mode`le de l’e´coulement de
fond et ce que l’on peut trouver de manie`re instantane´e dans l’e´coulement. Dans l’ensemble, le mode`le
fournit une assez bonne description. Le suivi en temps de l’exemple viendra appuyer le caracte`re
quasi-permanent du fond.
On passe maintenant a` la description qualitative de l’instabilite´. On se concentrera sur la se´rie
de figure 3.10 (a,b,c,d,e,f) dans la zone interme´diaire (45 ≤ x ≤ 55) et dans l’ensemble de la zone
turbulente, ce qui correspond aux profils de la figure 3.11 (c,d). Dans la zone interme´diaire, on peut
voir apparaˆıtre une perturbation a` l’e´coulement de´crit ci-dessus avec une courte longueur d’onde
(figure 3.10 (a,b)). Les champs de vitesse infe´rieur et supe´rieur a` ze´ro se me`lent (figure 3.10 (c,d)),
l’e´coulement de fond restant en bonne approximation identique a` lui meˆme. La perturbation semble
ensuite disparaˆıtre (figure 3.10 (e,f)). Le cas de la zone turbulente peut se de´crire d’une manie`re
similaire, des encheveˆtrement de vitesse positive et ne´gative apparaissent. Dans les deux cas, on peut
voir sur les niveaux de couleur (figure 3.10) et les profils (figure 3.11 (c,d)) une perturbation additive,
centre´e autour de ze´ro sur l’e´coulement de fond.
On poursuit la description qualitative sur la comparaison des champ de vitesse vx et vy (niveaux de
couleur, figure 3.12, vx (a), vy (b)). On peut voir par exemple l’instabilite´ se de´velopper dans une zone
interme´diaire sur le champ de vitesse longitudinal entre 35 ≤ x ≤ 45 (figure 3.12 (a)). Elle apparaˆıt
aussi dans la zone turbulente avec une plus petite longueur d’onde. On pousse la comparaison avec
le champ de vitesse vy. Dans le cas d’un e´coulement streaky non perturbe´, on s’attendrait a` voir un
champ de vitesse de signe constant sur une plage de grande e´chelle (comme montre´ sur les profils
moyens voir figure 2.13 (b,d) ou figure 3.12 (c)). On retrouve un champ de vitesse vy > 0 qui advecte
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Figure 3.10 – Visualisation instantane´e du champ de vitesse longitudinale vx en niveaux de couleur,
a` une coˆte z = 51, (a) : t = 0, (b) : t = 10, (c) : t = 20, (d) : t = 30, (e) : t = 40 et (f) : t = 50, pour
une DNS a` Lx × Lz = 110× 72, Ny = 27, R = 350.
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Figure 3.11 – Profils de vitesse a` diffe´rentes valeurs de x (correspondants a` la figure 3.10) : (a) :
x = 45, (b) : x = 55, (c) : x = 88, (d) : x = 100 et (e) : x = 25, pour une DNS a` Lx ×Lz = 110× 72,
Ny = 27, R = 350.
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Figure 3.12 – Dans un syste`me de taille Lx ×Lz = 110× 72, a` R = 350, Ny = 27, (a) : Exemple de
champ de vitesse longitudinal vx, (b) : Composante vy dudit champ correspondante vy, (c) Profils vy
moyenne´s conditionnellement en espace.
du vx < 0 vers les y > 0 et vice versa. Ils sont en amplitude un ordre de grandeur en dessous des profils
instantane´s en espace. Cette diffe´rence s’explique par des compensations au niveau de la moyenne en
espace du profil. Cette moyenne correspond a` la recirculation grande e´chelle [6]. Cette image n’est plus
ve´rifie´e sur une large partie de l’e´coulement, dans la zone interme´diaire (35 . x . 45), ainsi que dans
la zone turbulente (20 . x . 30). On retrouve l’encheveˆtrement de vitesse longitudinal. Le champ
vy est lui aussi perturbe´ de manie`re corre´le´e a` vx avec la meˆme longueur d’onde. Il s’agit simplement
de la fermeture de lignes de courant comme attendu pour une instabilite´ de Kelvin–Helmholtz. Cette
information se retrouve directement dans le champ de vorticite´ transverse de´crit plus en de´tail dans
la section suivante.
Analyse de Fourier
On peut suivre une approche plus quantitative de l’instabilite´, permettant un suivi en temps qui
comple`te l’approche de visualisation pre´ce´dente. On reprend la tranche x − y suivi dans la partie
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Figure 3.13 – (a) : Se´rie temporelle de la transforme´e de Fourier (en module) de vx a` y = 0, z = 51
et 35 < x < 65. Profil du mode k = 0.95 a` diffe´rents instants : (b) partie re´elle, (c) partie imaginaire.
pre´ce´dente (figure 3.10 et 3.11). On prend une feneˆtre en espace centre´e autour de la perturbation, et
on re´alise la transforme´e de Fourier en x pour chaque cote y. Les modes autour de kx ∼ 1 dominent
le spectre (k = 0 excepte´), en accord avec la taille caracte´ristique de l’encheveˆtrement de vitesse
constate´. On suit en temps ces modes en y = 0, la` ou` la modulation est la plus intense (figure 3.13
(a)). On peut voir apparaˆıtre une phase de croissance puis de saturation des modes. On trouve un
temps caracte´ristique de l’ordre de plusieurs dizaines de h/U , ce qui donne un taux de croissance de
l’ordre de 0.01. Le signal pre´sente de plus des battements.
On suit plus pre´cise´ment le mode k = 0.95. On en fait des profils (figure 3.13, (b) : partie re´elle,
(c) : partie imaginaire), en se concentrant sur les de´buts du de´veloppement de la perturbation. La
forme des modes normalise´s (
∫
dy |vˆx| = 1) se conserve bien pour la partie re´elle. La partie imaginaire
est fluctuante mais garde la meˆme amplitude et les meˆmes e´chelles de variation en y. La partie re´elle a
la meˆme forme que les profils de l’e´coulement de fond trouve´ a` cet endroit de l’e´coulement (figure 3.11
(d)). La partie imaginaire est plus module´e. On mettra ces profils en comparaison avec les re´sultats
de l’analyse line´aire de stabilite´ de la section 3.4.
Perturbation de´veloppe´e
On pre´sente maintenant le cas de l’instabilite´ de´veloppe´e. Un exemple du meˆme type que celui
de la section pre´ce´dente est donne´ dans la figure 3.14 (nb : il s’agit d’un autre plan x − y a` un
autre instant.) De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, on peut repe´rer les zones turbulentes (90 .
x . 110, 0 . x . 15), les zones interme´diaires (60 . x . 90 et 15 . x . 45) et laminaire
(45 . x . 60). On retrouve (aux petites perturbations de la zone turbulente pre`s) un e´coulement
streaky dans l’ensemble du plan, sauf une zone interme´diaire mise en valeur dans la figure 3.14 (a).
Plus qu’un simple encheveˆtrement, du roll-up typique est visible dans le rectangle. A` nouveau, il
apparaˆıt que cette perturbation a` l’e´coulement streaky est centre´e autour de y = 0. Un suivi en
temps montre l’e´coulement streaky le´ge`rement perturbe´ (figure 3.14 (b)), puis pre´sentant du roll-up
(figure 3.14 (c,d)) puis a` nouveau le´ge`rement perturbe´ (figure 3.14 (e)). A` nouveau, on trouve un
nombre d’onde de l’ordre de k ∼ 1. Ces figures relativement claires mettent en e´vidence le lien entre
cette perturbation et une instabilite´ de couche cisaille´e, ou de Kelvin–Helmholtz.
Dans ce cas pre´cis, l’apparition puis disparition de la perturbation ne sont pas duˆ a` son de´veloppement,
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Figure 3.14 – Niveaux de couleur du champ de vitesse longitudinal vx dans le plan z = 33 a` des
instants successifs. (a) t = 20. Centre´ sur la perturbation (b) : t = 0, (c) t = 10, (d) t = 20, (e)
t = 30.
mais a` ce qui va apparaˆıtre comme l’advection transverse des perturbations.
3.2.2 Vorticite´ transverse
E´tant donne´s les re´sultats des sections pre´ce´dentes concernant cette instabilite´, tant au niveau du
type (Kelvin–Helmholtz) que de la de´pendance (plan x − y, champ de vitesse vx, vy, fermeture des
lignes de courant) il apparaˆıt que la vorticite´ transverse ωz = ∂xvy − ∂yvx est un bon indicateur du
phe´nome`ne. On donne un exemple (meˆme tranche x − y que la section pre´ce´dente, figure 3.15). La
zone ou` le roll-up se produit est encadre´e de la meˆme manie`re. Dans les zones laminaire, turbulente
et interme´diaire non perturbe´es identifie´es, on trouve le comportement attendu pour la vorticite´ d’un
e´coulement streaky dans laquel −∂yvx domine, on trouve une vorticite´ transverse ne´gative aux parois,
et positive au coeur. Cela peut eˆtre confirme´ par la comparaison aux profils de vorticite´ moyenne´s
conditionnellement en espace (figure 3.15 (b)). On y retrouve la meˆme image que pour les profils
de vitesse, meˆme forme pour les profils laminaire et turbulent, mais une amplitude re´duite, profils
interme´diaires ressemblant au turbulent pour y > 0 et au laminaire pour y < 0 (et vice versa). Dans
la zone encadre´e ou` se produit le roll-up, on s’e´carte clairement de cette situation, avec une forte
vorticite´ ne´gative autour de y = 0. Il s’agit typiquement des contribution combine´es de la modulation
de vy en x et de vx en y due a` l’instabilite´.
Cela peut se mettre en e´vidence sur un petit mode`le des profils. Ce type de description polynomiale
des profils pre`s de la paroi est relativement classique [49]. Elle est de plus tractable que la description
syste´matique des e´quations (3.3)-(3.5). E´tant donne´e la forme des perturbations sur vy se manifestant
dans l’e´coulement (figure 3.12), on peut les e´crire sous la forme :
vy ≃ v¯y + α(1− y2)2 sin(x) .
La de´pendance en y utilise´e ici est celle de la premie`re fonction de la base Hilbertienne pour vy
adapte´e aux conditions de bord a` la paroi (§ B). Le vecteur d’onde de l’ordre de 1 donne sin(x).
Meˆme a` l’ordre le plus bas, ces bases peuvent approximer la majeur partie de la de´pendance en y de
l’e´coulement. En particulier elle s’ajuste suffisamment pour que l’approximation reste valable pour les
de´rive´es d’ordre bas. On a donc pour l’e´coulement autour de la perturbation, au coeur d’un streak :
vy ≃ v¯y + α(1− y2)2 sin(x) . (3.16)
Cette formulation donne :
vx ≃ v¯x(y) + 4αy(y2 − 1) cos(x) , (3.17)
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Figure 3.15 – (a) : Niveaux de couleur du champ de vorticite´ transverse ωz dans le plan z = 33
(DNS de Lx×Lz = 110× 72, R = 350), t = 20. (b) Profils de vorticite´ transverse conditionnellement
moyenne´s (proce´dure de la section 2.3.2 pp. 30) dans les zones turbulentes et interme´diaires. Seuille´s
et filtre´s spatiallement dans le plan y = 0 (c) ωth,iz (d) ω
th,t
z .
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Figure 3.16 – Champ de vitesse longitudinal, dans les plans z = 28 (a), z = 33 (b) et z = 38 (c) a`
t = 20. Les niveaux de couleur sont les meˆmes que dans la figure 3.10 ou la figure 3.14.
Avec f¯(y) (f = vx, vy, ωz), la modulation grande e´chelle de l’e´coulement de fond, qui est pre´sente´
dans la section pre´ce´dente. Il correspond en bonne approximation a` l’e´coulement moyen en termes
de forme de profil (voir les figures 2.13, 2.14, 2.15 pour le champ de vitesse et figures 3.15 (b), pour
la vorticite´ transverse), cela permet de se faire une ide´e du comportement de la vorticite´ transverse.
La de´pendance en y est celle de la seconde fonction de la base Hilbertienne pour vx adapte´e aux
conditions de bord, et qu’elle approxime bien la perturbation. (figure 3.13 (b)). Ces deux bases de
fonctions sont utilise´es et de´crites plus en de´tail dans la seconde partie de l’article [81]. La vorticite´
s’approxime bien par :
ωz ≃ ω¯z + α cos(x)
(
(1− y2)2 + 4− 12y2) , (3.18)
avec ω¯z ≃ −∂y v¯x. Il apparaˆıt clairement qu’en y = 0 seul le premier terme 4 + (1 − y2)2 = 5 reste,
les deux composantes contribuent bien de la meˆme manie`re. La perturbation a la meˆme forme que la
vorticite´ dans la zone turbulente (figure 3.15 (b)), ce qui fait apparaˆıtre un peu de vorticite´ positive aux
parois. Cependant, pour des raisons de simplicite´ de de´tection (en particulier en termes d’amplitude),
on se concentre sur la vorticite´ ne´gative en y = 0. Ainsi, de´tecter de la vorticite´ ne´gative en y = 0 est
e´quivalent a` de´tecter la perturbation. On utilise donc cela comme marqueur de l’instabilite´. meˆme si
elle ne repre´cente qu’une partie de la contribution de la vorticite´ de la perturbation. On introduit un
champ ωthz :
ωz ≤ 0⇔ ωthz = ωz , ωz > 0⇔ ωthz = 0 (3.19)
seuille´ en ze´ro, qui va signaler la pre´sence des perturbations qui nous inte´ressent ici. Pour suivre
le phe´nomeˆne dans les zones interme´diaires et turbulentes, on applique un masque a` l’aide de la
discrimination laminaire/interme´diaire/turbulente (Fig. 2.8 (d), pp. 28) pour obtenir un champ ω˜th iz
(figure 3.15 (c)) et ω˜th tz (Fig. 3.15 (d)). Les deux figures sont dans un plan y = 0 qui signale les
perturbations respectivement dans les zones laminaires et turbulentes.
3.2.3 De´pendance transverse
On discute ensuite le caracte`re localise´ en z des perturbations. On peut d’abord le remarquer sur
des visualisations (figure 3.16). On prend trois plan x − y de´cale´s de z = 5, au meˆme instant, l’un
d’entre eux ayant de´ja` e´te´ discute´ aux sections pre´ce´dentes.
Pour chaque position z, la succession laminaire/interme´diaire turbulent est de´cale´e, comme at-
tendu avec les bandes obliques (Fig. 2.4, 2.8, 3.3, etc.). On indique les zones laminaires et turbulentes
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Figure 3.17 – Champs de vitesse longitudinal des deux exemples d’apparition et d’instabilite´
de´veloppe´e. (a,b) : Apparition a` t = 40 (figure 3.10), vu dans le plan x − y, z = 51 (a), vu dans le
plan x− z, y = 0 (b). (c,d) : Instabilite´ de´veloppe´e, a` t = 20 (figure 3.14), dans le plan x− y, z = 33
(c) et dans le plan x− z, y = 0 (d).
pour chaque position z (les zones interme´diaires e´tant intercale´es) : a` z = 28 (figure 3.16 (a)), on
trouve la zone laminaire a` 25 . x . 35 et la zone turbulente a` 75 . x . 100, a` z = 33 (Fig. 3.16(b)),
on trouve la zone laminaire a` 40 . x . 55 et la zone turbulent a` 90 . x . 110 et 0 . x . 5 et
finalement a` z = 38, on trouve la zone laminaire a` 50 . x . 65 et la zone turbulente a` 105 . x . 110
et 0 . x . 15. On retrouve le roll-up a` z = 33 pour 20 . x . 35 (zone interme´diaire) tandis
qu’on en trouve pas de trace dans les zones interme´diaires a` z = 28. On peut le voir a` z = 38 pour
15 . x . 30, cependant, il se trouve a` un stade relativement diffe´rent de z = 33. L’image qu’on tire de
ces constatations est que cette perturbation se de´veloppe dans une zone confine´e en z, a` l’e´chelle du
filamentstreak longitudinal, typiquement, dans un streak, d’une part. D’autre part, elle est de´corre´le´e
de celles pouvant se de´velopper dans les streaks voisins.
On peut retrouver une image plus globale de cette constatation dans la vorticite´ transverse seuille´e
et filtre´e (dans les zones interme´diaires ωth iz , figure 3.15 (c) et turbulente ω
th t
z , figure 3.15 (d)). On
voit apparaˆıtre des valeurs non nulles dans des zones relativement fines en z. On voit aussi apparaˆıtre
dans cette image globale une absence de corre´lation entre chaque vortex transverse. Cela se retrouve
dans les suivis en temps (vide´os).
On reprend les deux exemples des figures 3.10 et 3.14 pour insister sur le comportement des
perturbations a` l’e´coulement de fond dans la direction transverse. En particulier pour faire la diffe´rence
entre l’instabilite´ de´crite ici et le comportement habituellement de´crit comme instabilite´ de streak,
cre´ant du ωy de´crit usuellement en MFU [49, 101]. Dans chaque cas, on compare a` un instant donne´
le champ vx dans un plan x− y et x− z (dans le plan me´dian) autour de l’instabilite´. Les niveaux de
couleur se trouvent sur la figure 3.17. Dans les deux cas, l’apparition de vx < 0 au milieu de vx > 0
ne correspond pas a` du de´but de roll-up dans le plan x− z, mais bien dans le plan x− y. La vorticite´
transverse de´crite simplement dans l’e´quation 3.18 se concentre effectivement a` une e´chelle de l’ordre
de h. On pre´cisera ces constatations dans la section suivante (§ 3.3).
3.2.4 Advection
Comme il a e´te´ note´ a` la section pre´ce´dente (Fig. 3.14 (b,c,d,e)), l’apparition et la disparition
des vortex transverses dans un plan peut eˆtre due a` leur advection dans les directions transverses
et longitudinales. Ce fait peut se voir dans des visualisations vide´os. On suit la vorticite´ transverse
seuille´e ωthz dans un plan me´dian, dans une zone interme´diaire. On peut suivre a` l’oeil l’e´volution de
chaque structure, tant son de´placement que sa forme. Il apparaˆıt d’abord clairement un mouvement
d’ensemble de la vorticite´ dans la direction transverse, vers les z positifs. La direction du de´placement
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Figure 3.18 – (a) Niveaux de couleur du spectre de Fourier (en x) de ωz, (y = 0.15, z = 33.3) en
fonction du temps. (b) trace´ du mode kx = 0.82 en fonction du temps pour z allant de ∼ 33 a` ∼ 34.5
est en accord avec le signe de la moyenne sur y des profils de vitesses moyens vz a` cet endroit.
La direction d’advection dans la direction ~ex est moins claire. selon la partie de la bande ou` la
perturbation se trouve, on constate de l’advection vers les x croissants ou de´croissants.
On peut aussi en obtenir une ide´e semi-quantitative en suivant une perturbation en temps et en
z. On reprend celle pre´sente´e aux sections pre´ce´dentes (Fig. 3.14). On re´alise le spectre de Fourier
de la vorticite´ transverse dans une feneˆtre centre´e autour de la perturbation, et on le suit en temps.
D’abord a` une position z donne´e, on peut tracer des niveaux de couleur de ωˆz(kx, t) (pris a` un y donne´
(Fig. 3.18 (a)). La perturbation mentionne´e apparaˆıt dans le spectre pour 10 . t . 30. L’amplitude
est maximale pour kx ∼ 1, et de´croit avec kx, et sont typiquement lie´s a` la valeur du mode dominant.
Dans ce plan z donne´, pour l’intervalle de temps mentionne´, on voit augmenter puis de´croˆıtre la
valeur du mode qui nous inte´resse, trace de l’apparition puis de la disparition de la perturbation. On
peut de plus le voir disparaˆıtre au de´but de l’e´chelle des temps et a` la fin, signe que d’autres vortex
aplatis transverse passent par cette position.
On peut ensuite suivre le mode qui nous inte´resse en temps et en espace (figure 3.18 (b)). Pour
chaque position z, on trace son amplitude en fonction du temps. On voit l’enveloppe du mode se
translater, avec une le´ge`re variation de l’amplitude. De plus la direction d’advection est parfaite-
ment en accord avec le signe de la vitesse transverse de l’e´coulement grande e´chelle dans cette zone
(voir figures 2.14, pp. 36). Les temps caracte´ristique de variation de l’amplitude du mode (dans un
re´fe´rentiel en translation) sont de l’ordre la plusieurs dizaines de h/U . On trouve approximativement
une vitesse d’advection cz ≃ 0.1
3.3 Mesure
La section pre´ce´dente se concentrait sur une description qualitative des principales caracte´ristiques
de l’instabilite´ et de son de´veloppement. On se concentre maintenant sur la mesure de ces ca-
racte´ristiques, en particulier les tailles caracte´ristiques et les vitesses d’advection. On les replacera
dans le contexte de la bande oblique, en les comparant aux tailles caracte´ristiques de la bande, et des
structures cohe´rentes de vitesse et a` l’e´coulement grande e´chelle autour de la bande.
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3.3.1 Taille caracte´ristique
Les tailles caracte´ristiques et les informations sur l’organisation de cette instabilite´ dans le contexte
des bandes peuvent eˆtres extraites de la vorticite´ transverse ωthz ainsi que de ses versions masque´es
ωth,tz et ω
th,i
z . Il s’agit ici d’une information moyenne, par opposition a` la dynamique de l’advection
des perturbations mesure´e ensuite. On tire profit de leur spectre et des fonctions de corre´lation
pour extraire l’ensemble des informations sur les tailles caracte´ristiques, donne´e par les longueurs
de corre´lation (pente de la fonction de corre´lation a` 0) et la modulation en espace (indique´e par les
oscillations des fonctions de corre´lation).
Des niveaux de couleur des transforme´es de Fourier des champs ωth,iz et ω
th,t
z sont affiche´s sur
figure 3.19 (a,b) (respectivement). L’extension du spectre en kz est en bonne approximation la meˆme
dans les deux cas. Cependant, le spectre est plus e´tendu dans la direction kx pour le cas de la
vorticite´ transverse dans la zone turbulente, ce qui indique des tailles caracte´ristiques plus petites.
Cela se retrouve apre`s moyenne sur le vecteur d’onde kz des deux spectres (figure 3.19 (c)), la pente
de ωˆthz est plus importante dans le cas interme´diaire que dans le cas turbulent, signe a` nouveau que
les tailles caracte´ristiques sont plus grandes dans les zones interme´diaires. Cette information est tout
a` fait cohe´rente avec l’image qualitative qu’on peut se faire de l’organisation des perturbations dans
l’e´coulement (figure 3.15 (c,d)).
On pre´cise finalement que l’ensemble des vecteurs d’onde ayant un poids dans le spectre ne
correspond a priori pas a` l’ensemble des vecteurs d’onde instables. L’instabilite´ e´tant de´veloppe´e,
une grande partie des plus grands vecteurs d’onde (k ≫ 1) est asservie a` des vecteurs d’onde plus
petits (k ∼ 1), ve´ritablement instables. On se re´fe´rera toujours aux longueurs d’onde apparentes des
perturbations pour les comparaisons avec les re´sultats d’analyse de stabilite´ line´aire.
On peut poser la question de l’apparente pe´riodicite´ du de´veloppement de l’instabilite´, pre´sente
surtout dans la zone interme´diaire (figure 3.15 (c)). L’approche qualitative (figure 3.16) laisse penser
que bien que le fond sur lequel se de´veloppe l’instabilite´ soit pe´riodique, les perturbations sont dans
l’ensemble de´corre´le´es les unes des autres. Cette impression est confirme´e pas l’examen des fonctions
de corre´lation de vx, ω
th
z , ω
th,i
z et ω
th,t
z (figure 3.19 (d)). La fonction d’autocorre´lation est calcule´e dans
le plan y = 0 et prise a` δx = 0. Elle est trace´e en fonction de δz et normalise´e par leur valeur en δz = 0.
Le premier ze´ro correspond a` la moitie´ de la taille caracte´ristique transverse des structures cohe´rentes.
Les minima et maxima (anticorre´lations et corre´lations) sont une indication de leur pe´riodicite´, et la
taille caracte´ristique de l’enveloppe donne l’ordre de grandeur de la longueur de cohe´rence. On peut
l’estimer par la pente a` l’origine.
Dans la direction transverse, les pentes a` l’origine des fonctions d’autocorre´lation de la vitesse
longitudinale et de la vorticite´ transverse sont du meˆme ordre de grandeur, bien que la vorticite´ soit
le´ge`rement plus fine que les streaks. Cela confirme l’impression que ces perturbations se de´veloppent
dans les streaks. Les champs ωth tz et ω
th
z sont les moins cohe´rents, et ne gardent qu’une faible trace
de la pe´riodicite´ du fond. La vorticite´ transverse dans la zone interme´diaire ωth iz , elle, garde une
trace le´ge`rement plus importante de pe´riodicite´, signe de la plus grande cohe´rence du fond dans la
zone interme´diaire. La comparaison avec le champ de vitesse vx est frappant, ce dernier est bien
plus cohe´rent dans la direction ~ez, et a clairement une pe´riodicite´. Toute la pe´riodicite´ pre´sente dans
ωthz (Fig. 3.15 (c), 3.19 (d)) n’est qu’une conse´quence de la pe´riodicite´ du fond. On remarque pour
conclure que cette fonction de corre´lation n’est repre´sente´e que pour les plus faibles valeurs de δz et
qu’elle ne fait donc pas apparaˆıtre la corre´lation a` longue porte´e correspondant a` la longueur d’onde
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de la bande λz.
Dans la direction longitudinale (Fig. 3.19 (e)), la longueur de cohe´rence de la vorticite´ transverse
ωthz est clairement plus petite que celle du champ de vitesse longitudinal vx. Il n’y a pas de trace de
pe´riodicite´ de ωthz (x). La longueur de cohe´rence de vx donne en bonne approximation la longueur des
streaks, qui est aussi approximativement celle de la bande. La fonction de corre´lation de ωthz , un bon
ordre de grandeur au dessous, est a` un facteur multiplicatif de l’ordre de l’unite´ pre`s la longueur d’onde
des perturbations se de´veloppant dans l’e´coulement. On mesure les pentes a` l’origine des fonctions
d’autocorre´lations de ωth,tz et ω
th,i
z qui donnent respectivement 1.5 et 1, indiquant des longueurs
d’ondes des roll-ups plus importantes dans les zones interme´diaires que dans la zone turbulente, ce
qui confirme l’information visuelle de la section pre´ce´dente.
3.3.2 Vitesse d’advection
On ne peut tirer de la figure 3.18 qu’une information semi-quantitative, locale et instantane´e sur
la direction d’advection des perturbations et la valeur de la vitesse. Bien que celle ci soit en accord
avec le signe du champ de vitesse a` grande transverse e´chelle. Cependant, une mesure perturbation
par perturbation n’est pas optimale.
Principe
On va donc mesurer la vitesse d’advection de la vorticite´ transverse seuille´e ωthz dans tout l’e´coulement.
On pose cx et cz ses composantes.
L’approche suivie est dans le meˆme esprit que les mesures de champs de vitesse de la Particle
Image Velocimetry a` deux dimensions. Pour des raisons de simplicite´ de la proce´dure, on mesurera
inde´pendamment cx et cz. Le plan est divise´ en carre´s de cote´ lx,z. lx,z = 2 s’ave`re ici un bon choix.
le marqueur dans notre cas est la vorticite´ transverse seuille´e ωthz qui est pre´sente dans les zones
interme´diaires et turbulentes, mais moins dans la zone pseudo-laminaire. Au temps t, pour un carre´
repe´re´ par les coordonne´es de son coin infe´rieur gauche (plus faibles valeurs de x et z) (x0, z0). On
calcule ensuite la fonction de corre´lation normalise´e avec le champ a` t+ δt dans des carre´s de´cale´s de
δz pris dans [−2; 2]. Ainsi, on pose le champ ω˜ = (ωthz − 〈ωthz 〉) /(〈(ωthz − 〈ωthz 〉)2〉) 12 . La moyenne 〈〉
correspond a` l’inte´grale sur le carre´ de coin x0, z0 de taille 2× 2.
Cx0,z0,t(∆z, δt) =
∫ x0+2,z0+2
x0,z0
dxdz ω˜(x, z, t)ω˜(x, z + δz, t + δt) ,
avec x0, z0 la position du coin. On a x0 = 2mx, z0 = 2mz avec mx,z entiers. Cette fonction de
corre´lation posse`de un maximum en δzm que l’on de´termine. δzm indique de quelle distance les vortex
plats se sont de´place´s pendant δt. On peut ensuite diviser la distance δzm par δt pour obtenir un
champ de vitesse cz, sur un espace discre´tise´. A` cette e´tape, on supprime tous les points aberrants
(avec des valeurs extreˆmes de cz) qui proviennent typiquement de pave´s ne contenant pas ou peu de
vorticite´. La zone laminaire souffre typiquement de ce proble`me : la mesure y sera moins pre´cise et
y souffrira de plus de points aberrants. On y trouve beaucoup moins, voire pas, de marqueurs, et la
fonction de corre´lation peut avoir un maximum pour un δx ou un δz trop grand.
On donne un exemple, en niveaux de couleur, de cz(x0, z0) dans la figure 3.20 (a). Le champ
prend principalement les valeurs −1, 0,+1. On utilise l’invariance dans la direction diagonale z′, pour
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Figure 3.20 – (a) : Niveaux de couleur du champ de vitesse d’advection transverse cz, dans le cas
d’une bande, a` y = 0. (b) : Vitesse d’advection cz moyenne´e sur la diagonale a` un instant donne´ a` y = 0
en utilisant des pas de temps δt = 2 et δt = 4 ajustement sinuso¨ıdal correspondant. (c) : Moyennes et
fluctuations dans la direction y de la vitesse d’advection cz a` un instant donne´, comparaison avec le
champ de vitesse transverse grande e´chelle. (d) Comparaison de la vitesse d’advection longitudinale
mesure´e, a` δt = 1, et y = 0 avec l’e´coulement grande e´chelle correspondant.
moyenner sur cette coordonne´e pour plus de lisibilite´. On obtient donc une fonction de x. On en
trace plusieurs exemples pour plusieurs valeurs de δt (figure 3.20 (b)), la proce´dure fonctionne et
ne de´pend pas de cette grandeur. La de´pendance en x de cz est quasi sinuso¨ıdale. Pour des raisons
de lissete´, on peut proce´der a` un moyennage en temps. On posera 〈cz〉T ces moyennes en temps. La
meˆme proce´dure est applique´e pour mesurer cx, ce champ est ne´anmoins plus bruite´ ; il ne´cessite un
moyennage en temps syste´matique.
Cette fonction de x est typiquement calcule´e en y = 0, principalement parce que c’est la` que l’on
attend l’amplitude la plus forte pour la perturbation, et que la proce´dure de seuillage de ωz est surtout
adapte´e a` ces cotes. Moyennes et fluctuations sur l’e´paisseur (note´es 〈cz〉y et (〈(cz − 〈cz〉y)2〉y)1/2)
peuvent eˆtres calcule´es, pour estimer la cohe´rence de la vitesse d’advection sur l’e´paisseur, i.e. pour
ve´rifier si les perturbations se de´placent en bloc sur l’e´paisseur de l’e´coulement. Dans tous les cas,
on fera la comparaison avec le champ de vitesse grande e´chelle, moyenne´ sur l’e´paisseur y et sur la
direction diagonale.
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Vitesse d’advection transverse cz
On pre´sente le re´sultat sur la figure 3.20 (c). La zone laminaire correspond a` x . 20 et x & 100, la
zone turbulente a` 40 . x . 75, les zones interme´diaires s’intercalent. Des deux directions, il s’agit de
celle pour laquelle les re´sultats sont les plus simples et directs. Apre`s moyennage en temps (ne´cessaire
uniquement pour un peu de lissage), on trouve un parfait accord entre la vitesse d’advection des
perturbations et la composante transverse, moyenne´e sur l’e´paisseur, de l’e´coulement moyen. Les
fluctuations en y de la vitesse d’advection transverse montrent que les perturbations sont advecte´es
en bloc, et sont cohe´rentes sur toute l’e´paisseur, comme propose´ dans la description cine´matique.
On peut donc en conclure que, dans la direction transverse, les perturbations sont advecte´es par
l’e´coulement moyen, soit, dans des directions oppose´es pour chaque cote´ de la bande. Ce re´sultat est
cohe´rent avec les visualisations (Fig. 3.14) et les mesures sur un seul rouleau de Kelvin–Helmholtz
(Fig. 3.18). On peut re´sumer cette constatation sur le sche´ma de la figure 3.21 (a). On repe`re la
bande et les zones interme´diaires, entie`rement turbulente et pseudo-laminaire, marque´ par L,T et I
ainsi que la bande, dans le plan x− z. On y reporte la direction et le sens de cz : nul dans les zones
turbulente et pseudo-laminaire et non-nulle dans les zones interme´diaires, de signe oppose´ de chaque
cote´, avec un sens fixe´ par l’orientation de la bande.
On discutera plus en de´tail l’effet de l’e´coulement moyen sur les perturbations dans la partie de
mode´lisation.
Vitesse d’advection longitudinale cx
On pre´sente le re´sultat sur la figure 3.20 (d), qu’on compare a` l’e´coulement a` grande e´chelle.
L’image ge´ne´rale est cette fois moins claire. En effet, on distingue deux zones dans l’e´coulement (une
fois prise en compte les conditions de bord pe´riodiques). La premie`re correspond aux environs de
la zone turbulente, la seconde aux environs de la zone pseudo laminaire. Dans la zone turbulente,
on retrouve l’image que l’on avait pour la vitesse d’advection transverse cz : les perturbations sont
advecte´es a` avec la vitesse de l’e´coulement grande e´chelle, soit, toujours vers le centre de la re´gion
turbulente.
Dans la zone pseudo-laminaire, on trouve une image radicalement diffe´rente. cx change relative-
ment brutalement de signe lorsqu’on s’e´carte de la zone turbulente, et s’annule au milieu de la zone
laminaire. Dans l’ensemble, de ce cote´ de l’e´coulement, les perturbations sont advecte´es vers la zone
laminaire. Les perturbations e´tant plutoˆt concentre´es dans la partie haute (respectivement basse) a`
l’avant (respectivement arrie`re) des bandes, elle ressentent principalement l’effet de l’e´coulement dans
cette demi-e´paisseur, i.e. l’effet de l’e´coulement laminaire sur ces perturbations ne disparaˆıt pas avec
le moyennage.
On peut a` nouveau re´sumer ces constatations sur un sche´ma. On reprend la description sche´matique
de l’e´coulement, vu dans un plan x− y (Fig. 3.21 (b)). On marque en grise´ l’organisation de la tur-
bulence et le comportement de l’e´coulement a` grande e´chelle. On indique en noir la direction de cx
selon la zone, et on se´pare a` nouveau de pointille´ la zone ou` il y a accord entre l’e´coulement de fond
et la vitesse d’advection et celle ou` elles sont un signe oppose´. On trouve un ze´ro de cx au coeur
de la zone turbulente, et un accord avec l’e´coulement grande e´chelle autour de la zone turbulente.
La vitesse d’advection cx s’annule a` nouveau au milieu de la zone interme´diaire. Autour de la zone
pseudo-laminaire, elle prend la direction oppose´e.
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Figure 3.21 – Bilan des mesures des vitesses d’advection sur des sche´mas. (a) : Vitesse d’advection
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correspondent a` l’e´coulement moyen, les fle`ches noires, a` la vitesse d’advection des perturbations cx.
(c) : Bilan, vitesse d’advection ~c = cx~ex + cz~ez vu dans un plan x− z
Bilan, ~c = cx~ex + cz~ez
On peut accompagner le bilan d’un sche´ma du comportement de la vitesse d’advection (cx, cz)
(Fig. 3.21 (c)). La prise en compte des deux composantes de la vitesse d’advection consiste simplement
a` transformer ces deux scalaires en un vecteur.
Autour de la zone turbulente, cela conduit a` une image simple pour l’advection des perturbations :
en effet l’amplitude et la direction de la vitesse d’advection sont les meˆmes que celle de l’e´coulement
moyen a` grande e´chelle : les perturbations sont advecte´es le long de la bande.
Autour de la zone laminaire, les perturbations sont advecte´es vers la direction laminaire, dans
une direction qui est normale a` la bande. La question de l’advection des perturbations vers la zone
laminaire est a` mettre en comparaison avec les re´sultats sur l’e´coulement moyen. En effet, en faisant un
bilan de force [6,96], on trouve, dans la zone pseudo laminaire, que c’est l’advection par l’e´coulement de
base de la turbulence qui e´quilibre la viscosite´. Ces vitesses d’advection de´crivent de manie`re de´taille´e
le comportement local de l’e´coulement et permettent de mieux comprendre son comportement moyen.
3.3.3 Re´solution abaisse´e
On reprend rapidement l’ensemble de la de´marche suivie pre´ce´demment dans le cas de la re´solution
abaisse´e, Ny = 15 utilise´e dans le cadre du mode`le re´duit. Le but est de montrer que les phe´nome`nes
remarque´s et e´tudie´s ici ne sont pas alte´re´s qualitativement par l’abaissement de la re´solution. On
passera plus rapidement sur les visualisations, ces dernie`res posant un proble`me de lisibilite´. On
passera plus de temps sur les proce´dures de traitement : mesure de longueur caracte´ristique et de
vitesse d’advection.
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Figure 3.22 – Exemple de niveaux de couleur du champ de vitesse a` Ny = 15 (Lx × Lz = 110× 48)
dans un plan x− y, centre´ autour d’une zone interme´diaire pre´sentant la perturbation.
Visualisations
On conside`re un domaine de taille Lx×Lz = 110×48, a` la re´solution nominale du mode`le re´duit,
Nx,z/Lx,z = 4, Ny = 15. On inte`gre un domaine contenant des bandes en temps, et on examine des
visualisations.
L’ensemble des visualisations montre´es pre´ce´demment (Fig. 3.3, § 3.1.2) montre l’organisation
en streaks de vitesse longitudinaux, quasi-organise´s de l’e´coulement local, ainsi que l’organisation de
l’e´coulement grande e´chelle autour des bandes (Fig. 2.13, Fig. 2.14, Fig. 2.15, § 2.3.2). L’e´coulement
grande e´chelle et les profils moyens ont exactement la meˆme structure dans les DNS que dans le
mode`le re´duit. Il apparaˆıt clair qu’on peut reprendre la meˆme de´marche qu’en DNS et de´finir un
e´coulement de fond a` cette re´solution. Il apparaˆıt de plus que cet e´coulement a la meˆme structure
que ce que l’on peut extraire de la DNS. On va donc pouvoir reprendre la de´marche suivie a` Ny = 27
pour la re´solution abaisse´e. On utilisera particulie`rement la vorticite´ transverse seuille´e ωthz
Champ de vorticite´ transverse
On examine le champ de vitesse longitudinal vx dans le meˆme esprit que pre´ce´demment. On
conside`re un exemple dans une zone interme´diaire avec des niveaux de couleur de ωz (Fig. 3.22). Sur la
figure, on peut identifier le champ de vorticite´ correspondant a` l’e´coulement de fond sur lequel s’ajoute
des perturbations ωz < 0 autour de y ∼ 0. Il est cependant difficile, en l’e´tat, de trancher quant a` la
validite´ de la comparaison avec la DNS. Cependant la de´pendance en x et en y de cette perturbation
a la meˆme structure que la description cine´matique de la section 3.2.2 (Eq. (3.17), (3.16), (3.18)).
Pour examiner plus en de´tail la situation, on passe donc a` l’examen de la vorticite´ transverse.
Advection
Pour pousser la comparaison plus loin on utilise la proce´dure de mesure de vitesse d’advection de
la section pre´ce´dente a` notre cas. On mesure la vitesse d’advection transverse dans un syste`me de
taille Lx×Lz = 110× 32, pour lequel on dispose de conditions initiales a` diffe´rents Reynolds dans la
gamme [Rg;Rt] ≃ [270; 345], de part l’e´tude syste´matique du comportement de la bande. On utilise
des inte´grations en temps a` R = 280, R = 290, R = 300, R = 310, R = 320 et R = 330. On teste
aussi l’effet de la taille, en fixant R = 315 et en prenant les tailles Lx × Lz = 110 × 32, 110 × 54 et
110× 72.
On trace la vitesse d’advection cz superpose´e a` l’e´coulement vz moyenne´ sur l’e´paisseur dans la
figure 3.23 pour tous ces cas. Les deux vitesses ont le meˆme type de modulation et la meˆme phase,
comme cela e´tait le cas a` Ny = 27. Il y a cependant un de´calage quantitatif, pre´sent dans tous les
cas : la vitesse d’advection est le´ge`rement infe´rieure a` celle de l’e´coulement moyen. L’e´cart le plus
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Figure 3.23 – Comparaison de la vitesse transverse d’advection transverse et de l’e´coulement grande
e´chelle. Ny = 15, Lx × Lz = 110 × 32, (a) : R = 280. (b) : R = 290. (c) : R = 300. (d) : R = 310.
(e) : R = 320. (f) : R = 330. Puis a` R = 315, Lx = 110. (g) : Lz = 40, (h) : Lz = 54, (i) : Lz = 72.
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important est trouve´ a` lz = 72 (Fig. 3.23 (i)) : c’est la conse´quence d’importants de´fauts (orientation
et longueur d’onde) dans la bande pour les donne´es e´chantillonne´es. En gardant l’ide´e du sche´ma 3.21
(c), des contributions de directions diffe´rentes se retrouvent dans l’e´coulement moyen et dans la vitesse
d’advection. L’accord entre les deux champs de vitesse n’est vrai qu’a` un facteur multiplicatif proche
de 1 pre`s.
E´chelles caracte´ristiques
On utilise les donne´es de la taille 110 × 32 pour faire une e´tude syste´matique des e´chelles ca-
racte´ristiques de la vorticite´ transverse seuille´e a` Ny = 15. On applique la proce´dure pre´ce´dente aux
Reynolds R = 280, R = 290, R = 300, R = 310, R = 320 et R = 330.
On trace les re´sultats sur la figure 3.24 pour R = 280, 290 et 300 et sur la figure 3.25 pour les
Reynolds R = 310, 320 et 330. Dans l’ensemble des cas, qualitativement comme quantitativement,
le comportement des e´chelles ne change absolument pas par rapport aux DNS. On retrouve les
hie´rarchies et les ordres de grandeur.
Remarques
L’application des proce´dures dans ce cas particulier cherchait a` pousser la ve´rification du compor-
tement du mode`le re´duit. Dans l’ensemble, la comparaison avec la DNS est concluante, l’instabilite´
se manifeste, avec les meˆmes e´chelles caracte´ristiques et les meˆmes vitesses d’advection (par rap-
port a` l’e´coulement grande e´chelle). Cela n’est pas forcement surprenant, les modes suivants servant
principalement a` donner du roll-up plus lisible. Ces modes sont esclaves de la dynamique des modes
instables, et passe´ un certain ordre, ne vont apporter que de le´gers changements quantitatifs.
3.4 Re´sultats de l’analyse line´aire
On cherche a` tester le mode`le de l’e´coulement de fond de manie`re progressive, la finalite´ e´tant
de ve´rifier les me´canismes et de faire une comparaison avec les re´sultats extraits de la DNS. On
commence par une analyse locale d’un e´coulement a` une composante, pour mettre en e´vidence les
caracte´ristiques et les me´canismes d’instabilite´ et le comportement des vitesses de groupe. On prend
en compte en suite l’e´coulement transverse V¯z dans l’analyse de stabilite´ pour tester les effets de
l’advection transverse. On teste ensuite le cas non paralle`le ou global, pour tester l’hypothe`se quasi-
paralle`le et examiner la forme des modes qui peuvent se pre´senter. On testera finalement un cas ou` la
de´pendance transverse est prise en compte, dans la limite locale, via une analyse de Bloch–Floquet.
A` chaque fois, le proble`me line´aire (2.5) (pp. 18), discre´tise´ a` l’aide des bases de polynoˆmes de´crites
dans l’annexe B est re´solu sous matlab.
Dans le cas local, on teste d’abord un exemple typique, puis on pre´sente une e´tude parame´trique.
Les cas global et de Bloch–Floquet sont plus lourd et ne sont teste´s que sur des exemples typiques.
3.4.1 Les diffe´rents stades d’approximation
En pratique, le mode`le d’e´coulement de fond contient une modulation a` petite et grande e´chelle :
Un certain nombre d’approximations dans l’analyse de l’e´coulement sont possibles. Les approches
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Figure 3.24 – Fonction de corre´lation en x (a,c,e) et z de vx (b,d,f), ω
th
z , ω
th,i
z et ω
th,t
z dans un
domaine de taille Lx × Lz = 110 × 32 pour le mode`le re´duit Ny = 15, pour R = 280 (a,b), R = 290
(c,d) et R = 300 (e,f).
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Figure 3.25 – Fonction de corre´lation en x (a,c,e) et z (b,d,f) de vx, ω
th
z , ω
th,i
z et ω
th,t
z dans un
domaine de taille Lx × Lz = 110 × 32 pour le mode`le re´duit Ny = 15, pour R = 310 (a,b), R = 320
(c,d) et R = 330 (e,f).
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phe´nome´nologiques ont montre´ que l’instabilite´, dans l’e´coulement de Couette plan comme dans
l’e´coulement de Poiseuille cylindrique, partageait un grand nombre de caracte´ristiques des instabilite´s
de couches de me´lange bidimensionnelle. Les mesures de longueur de corre´lation transverse dans
l’e´coulement de Couette plan montrent que la vorticite´ transverse est localise´e, a` l’e´chelle du streak, et
qu’elle ne porte pas de trace de pe´riodicite´ transverse, excepte´ des traces de la pe´riodicite´ des streaks
eux meˆmes. On choisit donc d’e´tudier l’instabilite´ de couches cisaille´es bidimensionnelles. Le cote´
bidimensionnel ne signifie pas ici invariant selon z, mais bien confine´ en z. On devra donc extraire les
amplitudes et e´paisseurs de couches de cisaillements e´quivalents a` ce qu’on trouve dans le coeur d’un
streak, la` ou` l’instabilite´ se de´veloppe dans l’e´coulement de Couette plan et l’e´coulement de Poiseuille
cylindrique. Cette approximation a de plus l’avantage de simplifier l’e´tude : on s’affranchit ainsi des
instabilite´s de Kelvin–Helmholtz classique des streaks, due a` ∂zvx. Une e´tude plus approfondie du lien
e´ventuel, line´aire ou non entre les deux instabilite´s ne´cessite e´videment de prendre en compte cette
modulation petite e´chelle.
Les visualisations et mesures montrent une se´paration d’e´chelle claire dans la direction longitu-
dinale, entre la longueur d’onde de l’instabilite´ et l’e´chelle de modulation de la turbulence. Cela est
vrai pour l’e´coulement de Poiseuille cylindrique (pour les puffs ou les slugs), comme c’est le cas pour
l’e´coulement de Couette plan, dans le re´gime de bande ou de spot. Cela indique qu’on peut utiliser le
formalisme local dans notre situation. L’avantage d’une telle approche est qu’on l’on peut alors tester
le comportement de chaque petite re´gion de l’e´coulement avec une forme et amplitude de profil, sans
se pre´occuper de l’organisation grande e´chelle de l’e´coulement. Ainsi, une se´rie de profils mode´lisant
des re´gions des bandes ou des spots peuvent eˆtre analyse´s. Les re´sultats sont ensuite regroupe´s en pre-
nant en compte l’organisation a` grande e´chelle pour discuter le comportement global de telle ou telle
situation. On calcule les vitesses de groupe pour pouvoir discuter de l’advection des paquets d’onde,
du caracte`re absolu ou convectif de l’e´coulement. La qualite´ de l’approximation quasi-paralle`le peut
eˆtre teste´e avec une analyse globale de stabilite´.
Finalement, on peut utiliser ou retirer l’e´coulement transverse a` grande e´chelle. Il est pris en
compte pour examiner l’effet de l’advection transverse dans les bandes ou les spots. On en fait abs-
traction pour discuter des me´canismes de base de l’instabilite´. De plus, un e´coulement de fond sans
composante transverse peut eˆtre trouve´ dans le case de Couette plan perturbe´ par un fil. Bien que
l’on ne dispose pas de re´sultats de DNS sur ce cas, les re´sultats expe´rimentaux indiquent que l’orga-
nisation est la meˆme que dans les bandes ou les spots plus classiques. On peut e´claircir chacun de ces
cas a` l’aide de l’e´tude de stabilite´.
3.4.2 Analyse locale
L’analyse locale est faite en deux parties. On conside`re d’abord trois cas typiques, pour lesquels on
de´termine les relations de dispersions (taux de croissance, pulsation, vitesse de groupe) ainsi que les
modes propres. On fait apparaˆıtre les comportements convectifs et absolus de l’instabilite´ a` l’aide du
crite`re de Briggs–Bers. Une fois cela mis en e´vidence, on e´tudie syste´matiquement le comportement
de l’e´coulement. On de´termine la zone de stabilite´, et si elle est absolue, dans l’espace des parame`tres
et la situation et localisation a` laquelle elle correspond. Le tout est fait pour une gamme de nombres
de Reynolds qui correspond aux bandes dans les expe´riences et DNS. A` chaque fois, le proble`me
line´arise´ (2.5) de´coule de l’e´quation (2.6) ou` V¯z = 0 (pp. 19).
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Figure 3.26 – (a) taux de croissance en fonction de k pour a = 0.7, d = 3.9, b = 0 et b = 0.3, d′ = 3,
R = 350, (plus en points pour a = 0, b = 0.7, d′ = 3.9, R = 350). (b) maximum du taux de croissance
σ(k) en fonction de R (meˆme re´gime de parame`tres) pour trois valeurs de bz , a` dz = 1.8. (c) pulsation
ω en fonction de k, a` R = 350 (meˆmes parame`tres). (d) Vitesse de groupe en fonction de k centre´e
autour des nombres d’onde instables, σ > 0 (meˆmes parame`tres R = 350)
Ge´ne´ralite´s
On pre´sente trois cas types dans cette section, deux zones interme´diaires positionne´es de manie`re
syme´trique par rapport a` la bande et une zone turbulente. On montre qu’ils illustrent les caracte´ristiques
de l’instabilite´ dans chaque zone. Les deux exemples repre´sentent une zone interme´diaire avec un streak
vx > 0 en bas et une zone turbulent avec le streak concentre´ en bas. Le troisie`me, un streak vx < 0
en haut va venir illustrer la syme´trie y ↔ −y, V¯ ↔ −V¯ , z ↔ z±λz/2. On montrera l’e´quivalence des
deux zones interme´diaires. On choisit des valeurs de a, b, d, d′ qui correspondent a` la gamme extraite
des DNS (figure 3.5 (a,b)). On prend b = 0, a = 0.7, d = 3.9, puis a = 0, b = 0.7, d′ = 3.9 et a = 0.7,
b = 0.2, d = 3.9, d′ = 3. Ces choix de parame`tres sont guide´s par la description de l’e´coulement
de fond pour repre´senter les situations souhaite´es. Les calculs sont faits a` R = 350, au milieu de la
gamme d’existence des bandes et dans la zone de croissance de spots.
Pour ces trois exemples, le taux de croissance σ est trace´ en fonction de k sur la figure 3.26
(a). On trouve le comportement typique d’une instabilite´ de Kelvin–Helmholtz visqueuse [16] : un
maximum positif pour σ pour un |k| = O(1) et une de´croissance purement visqueuse de σ avec |k|.
L’application de la syme´trie y ↔ −y, v ↔ −v ne change pas le comportement du taux de croissance.
Le nombre d’onde le plus instable km est toujours de l’ordre de 1. Le parame`tre b, soit l’amplitude
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du contre-e´coulement, augmente km, on passe de km ≃ 0.5 a` km = 2. Ces valeurs sont un bon ordre
de grandeur au dessus du vecteur d’onde des bandes,ce qui justifie l’analyse locale a posteriori.
Les maxima de σ(k) (en km) sont note´s σm. On les trace en fonction du nombre de Reynolds sur
la figure 3.26 (b). Seule la courbe az = 0 est discute´e ici, les autres le seront dans la section suivante.
Le comportement de σm(R) est conforme a` l’intuition : il s’annule pour un Rs ∼ 200, il est ne´gatif en
dessous, positif au dessus : la viscosite´ stabilise l’e´coulement. Le taux de croissance a un maximum
pour Rm > Rs, ce nombre de Reynolds optimal est de l’ordre de Rm ∼ 400. Le taux de croissance
σm sature pour les tre`s grands R, pour rejoindre le cas inviscide. La gamme de valeur de nombre de
Reynolds pertinentes pour une comparaison avec les DNS (§ 3.3 et § 6.3) est [300; 500]
On examine ensuite la pulsation. On la trace en fonction de k sur l’axe k re´el pour les cas
conside´re´s sur la figure 3.26 (c). Elle est d’ordre 1 pour les valeurs de k conside´re´es. Elle a les syme´tries
attendues : pour un profil donne´, on a ω(k) = −ω(−k), et que pour les deux zones interme´diaires,
on a des comportements inverse´s : ω(V¯ ) = −ω(−V¯ ). Leur comportement qualitatif ne change pas ou
peu avec les profils : les maxima se trouvent au meˆme endroit. Les valeurs de ω pour σ(k) > 0 sont
de l’ordre de 0.1 dans la zone interme´diaire a` 0.2 dans la zone turbulente. Elle sont du meˆme ordre
de grandeur que les fre´quences de battement du mode de Fourier du mode se de´veloppant dans la
DNS, comprise entre 0.6 et 0.3 (Fig. 3.13 (a)). Le comportement de la pulsation nous permet d’en
de´duire le comportement de la vitesse de groupe cx = dω/dkx.
On examine quantitativement la vitesse de groupe cx. Les re´sultats pour les trois profils se trouvent
sur la figure 3.26 (d). La vitesse de groupe a la syme´trie cx(k) = cx(−k), et que l’on a de manie`re
intuitive cx(V¯ ) = −cx(−V¯ ). On se place dans le plan complexe pour de´terminer si l’instabilite´ est
convective ou absolue. On calcule σ(ki, kr) (Fig. 3.27 (a,c) en lignes de niveaux) et la norme de la
vitesse de groupe
√
(dω/dkr)2 + (dω/dkr)2 (Fig. 3.27 (b,d) en niveaux de couleur). Selon les crite`res
classiques, l’instabilite´ est absolue si σ > 0 au point col de la relation de dispersion [46, 47]. On
de´termine la position de ces points cols a` l’aide du croisement des iso-σ, lorsque σ est de´cru, ou de
manie`re e´quivalente des 0 de la vitesse de groupe. On pose σ0 le taux de croissance a` cx = 0. On trouve
alors que le premier cas b = 0, a σm > 0 et σ0 < 0 (Fig. 3.27 (a,b)), il est convectivement instable,
tandis que dans le second cas, avec un contre e´coulement, on a σm > σ0 > 0 (Fig. 3.27 (c,d)) : il
est absolument instable. Dans ce cas, un paquet d’onde peut croˆıtre sur place, il n’est pas advecte´
par l’e´coulement. Le nombre d’onde k correspondant au point col varie peu d’un cas a` un autre, il
en est de meˆme pour les valeurs de ω correspondante. Finalement, le signe de cx (a` σm > 0) pour
le cas convectivement instable est donne´ assez simplement par le signe de v. Appliquer la syme´trie
y ↔ −y V¯ ↔ −V¯ et changer de zone interme´diaire revient a` changer le signe de la vitesse de groupe.
on trouve de plus que cx ∼
∫
dy V¯ dans cette gamme : le paquet d’onde est advecte´ a` la vitesse
moyenne´e sur l’e´paisseur.
On examine la forme des modes propres normalise´s. Les modes les plus instables sont trace´s sur
la figure 3.28 (a) en fonction de y. Les profils ux correspondants sont donne´s sur la figure 3.28 (b),
il s’agit de la de´rive´e en y des modes propres uy, ux ∝ i∂yuy/k. Les parame`tres choisis sont ceux du
paragraphe pre´ce´dent, et permettent d’examiner le cas sans et avec contre-e´coulement. Dans les deux
cas, on a une partie de grande amplitude, et une partie de plus faible amplitude, de´phase´s de π/2. On
fixe donc la partie dominante comme la partie re´elle de uy et l’autre comme sa partie imaginaire (vice
versa pour ux). On s’inte´resse quasi exclusivement a` la partie dominante. Pour uy elle est de´crite en
bonne approximation par la premie`re fonction de la base {gn}, tandis que pour ux, elle est comme
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Figure 3.27 – Pour a = 0.7, d = 3.9, b = 0 (sans contre-e´coulement) : (a) : lignes de niveaux du taux
de croissance dans le plan complexe ki, kr, (b) : de´rive´e de ω par rapport a` k dans le plan complexe
ki, kr. Pour a = 0.7, d = 3.9, b = 0.2, d
′ = 3 (avec contre-e´coulement) : (c) : lignes de niveaux du taux
de croissance dans le plan complexe ki, kr, (d) : de´rive´e de ω par rapport a` k dans le plan complexe
ki, kr.
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Figure 3.28 – (a) : Mode propre instable (partie re´elle et imaginaire) for R = 300, d = 3.9, a = 0.7,
b = 0. (b) : De´rive´e en y du mode propre instable (correspondant a` vx
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attendu de´crit en bonne approximation par sa de´rive´e, la deuxie`me fonction de la base {fn}. C’est en
relativement bon accord avec le mode`le simple propose´ pour l’e´tude phe´nome´nologique (Eq. (3.16),
Eq. (3.17), Eq. (3.18)). L’asyme´trie entre le haut et le bas est une conse´quence de l’asyme´trie du
profil, le maximum est du cote´ du maximum de V¯x. Ce fait est plus marque´ dans le cas avec contre
e´coulement, et il est plus marque´ sur ux que uy. Le contre e´coulement a peu d’effet sur les modes
propres : ils sont simplement un peu plus raides et plus centre´s dans le haut de l’e´coulement. La
comparaison avec les modes de Fourier extrait de la DNS est bonne, dans les deux cas, le mode se
de´veloppant a la meˆme forme que V¯x. La comparaison avec la partie de´phase´e tient relativement bien.
L’application de la syme´trie y ↔ −y, V¯ ↔ −V¯ conduit a` appliquer y ↔ −y sur les modes propres.
Cela est tout a` fait intuitif.
Pour conclure cette sous-section, on donne rapidement les valeurs de σ correspondant a` un autre
cas typique, correspondant au profil laminaire. Cela correspond a` choisir a ≃ b ≃ 0.1 et une rela-
tivement faible valeur de d . 2. Ces profils sont totalement stables, on trouve un σm = −0.008 a`
R = 1900, ce qui est totalement en dehors de la zone d’inte´reˆt. Dans la zone d’inte´reˆt, σm ne de´passe
pas −0.02 a` R = 600. Cette re´gion de l’e´coulement est line´airement stable, ce qui e´tait parfaitement
attendu e´tant donne´ que l’instabilite´ est du type Kelvin–Helmholtz et que l’on est au milieu de la
gamme de parame`tres stables a` 1/R = 0 (figure 3.8).
Analyse de l’effet de la tension maintenant l’e´coulement de fond
On re´alise l’analyse de stabilite´ line´aire avec et sans f pour comparaison. On s’attend a` ce que
la contribution a` l’advection soit faible car f ≪ (y + V¯x)kx, Par contre, la contribution au taux de
croissance peut eˆtre remarquable. De plus, l’effet de f sera d’autant plus important que R sera petit.
On re´sout le proble`me aux valeurs propres (2.5) issu de l’E´quation (3.14) sur une large gamme de
parame`tres (nombre de Reynolds, amplitude du contre-e´coulement) en faisant varier l’amplitude du
masque, et on examine l’effet sur le taux de croissance et la vitesse de groupe.
De manie`re syste´matique, sauf pour les valeurs de masquage trop faibles m . 0.04 autorisant des
valeurs tre`s importantes de f dans un demi espace sans contre-e´coulement, la force f ne modifie pas
la forme de la relation de dispersion (Fig. 3.29 (a,b)) par rapport a` un cas ou` f = 0. Elle modifie tre`s
peu la vitesse de groupe (Fig. 3.29 (b)). Elle induit un de´calage de´pendant de m sur σ(k). La force
f(y) peut avoir un effet stabilisateur ou destabilisateur selon les valeurs de parame`tres (Fig. 3.29).
Ainsi, dans ce cas, le cas avec contre-e´coulement est un peu stabilise´ tandis que celui sans contre-
e´coulement est un peu destabilise´. Cette modification de´pend le´ge`rement de la largeur du masque
(d’autant plus grande que m est grand). Le nombre d’onde le plus instable n’est pas ou peux change´,
et la forme de la relation dispersion dans le plan complexe n’est pas modifie´e. Ainsi, le nombre d’onde
le plus instable avec contre-e´coulement est toujours plus important que sans contre-e´coulement
Si on suit le taux de croissance maximum en fonction du nombre de Reynolds, dans un cas
avec (Fig. 3.29 (c)) ou sans contre-e´coulement (Fig. 3.29 (d)). On note que dans les deux cas, la
modification de σ est additive et qu’elle de´pend peu du nombre de Reynolds. Elle devient de moins
en moins importante a` mesure que σm croˆıt avec R. On remarque qu’aucun changement qualitatif
au comportement de σ n’est apporte´ par cette force. Le de´calage du seuil de stabilite´ en nombre de
Reynolds reste suffisamment faible pour qu’il n’y ai pas de modification dans la gamme [Rg;Rt]
En ce qui concerne la viscosite´turbulente, le re´gime d’approximation choisit s’adapte assez mal
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Figure 3.29 – Pour le re´gime de parame`tres a = 0.7, d = 3.9, d′ = 3 a` R = 350 , (a) taux de
croissance en fonction de kx, (b) vitesse de groupe en fonction de kx. (c) taux de croissance maximum
σm en fonction du nombre de Reynolds R pour un profil sans contre-e´coulement (d) taux de croissance
maximum σm en fonction du nombre de Reynolds R pour un profil avec contre-e´coulement (b = 0.3).
Valeur de masquage m = 0.07.
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Figure 3.30 – (a) Niveaux de couleur de Rs en fonction de a et d. (b) taux de croissance maximum
et taux de croissance au point col en fonction de b, pour a = 0.7, d = 3.9, d′ = 1.5, d′ = 2.6 et d′ = 3
a` R = 350.(c) : Nombre d’onde le plus instable en fonction de b pour plusieurs d′, R = 350, a = 0.7,
d = 3.9. Si σ(k) n’a pas de maximum, km vaut ze´ro.
au syste`me. En particulier parce que l’approximation v′ petit devant 1 est mal ve´rifie´e dans le cas
du profil 2D, il y a une forte diffe´rence entre 1 + v′ entre +1 et −1, en particulier dans la zone
interme´diaire (Fig. 3.9 (c)). De plus cette quantite´ s’annule en plusieurs points ou` les modes instables
sont non-ne´gligeables, rendant la viscosite´ turbulente tre`s irre´gulie`re. On peut utiliser la viscosite´
turbulente correspondant a` la moyenne en y [68] et conside´rer que la modulation en y est maintenue
par le lift-up [101]. Cependant, cela` s’adapte mal a` l’approximation confinement/2D
L’absence d’effet qualitatif des tensions de Reynolds sur le re´sultat de l’analyse line´aire justifie
qu’on les ne´glige dans l’analyse. Ainsi, le cas simplifie´ d’Orr–Sommerfeld–Squire usuel est un bon
mode`le pour e´tudier la formation de vorticite´ transverse dans le type de couches de me´langes qu’on
trouve dans la DNS
E´tude parame´trique
L’e´tude parame´trique a pour but d’examiner le comportement du mode`le lorsque les parame`tres
a, b, d, d′ ainsi que le nombre de Reynolds R sont change´s. Les variations relatives de a et b permettent
d’examiner plus en de´tail chaque zone de l’e´coulement, tandis que celles de d, d′, de parcourir la
gamme d’inverses d’e´paisseur de couche de me´lange trouve´e dans l’e´coulement. On examinera d’abord
syste´matiquement le comportement d’un profil interme´diaire, en changeant a et d′. On examine
ensuite de manie`re syste´matique l’effet du contre-e´coulement sur les vecteurs d’ondes ainsi que sur le
caracte`re convectif ou absolu de l’instabilite´.
On reprend la de´finition du nombre de Reynolds seuil Rs. Lorsque l’on change les caracte´ristiques
de l’e´coulement de fond, Rs varie en conse´quence. Ainsi, Rs augmente lorsqu’on de´croˆıt l’amplitude a
ou l’inverse de l’e´paisseur de la couche de me´lange d : il est plus difficile de de´stabiliser l’e´coulement. Le
nombre de Reynolds seuil Rs diverge pour les plus faibles valeurs de a et d. La figure 3.30 (a) contient
de manie`re syste´matique cette information : on y trace les niveaux de couleur de Rs en fonction de
a et d. La zone ou` Rs > 1000 est conside´re´e comme stable quelque soit R. Cela est raisonnable e´tant
donne´e la croissance extreˆmement rapide de Rs, que l’on peut assimiler a` une divergence, lorsqu’on
approche cette zone de l’espace des parame`tres. On compare ce re´sultat a` celui issu du test des crite`res
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de stabilite´ inviscide de Rayleigh et de Fjørtoft (figure 3.8). La surface de l’espace des parame`tres ou`
l’instabilite´ n’est pas interdite contient strictement celle ou` elle se produit. Cela vient confirmer le
caracte`re de Kelvin–Helmholtz de l’instabilite´ contenue dans le mode`le.
On peut discuter du comportement des profils moyens (figure 2.13, 2.14, 2.15.) ou des modes de
Fourier grande longueur d’onde en x − z (Eq. (3.1), Fig. 3.1 (a)) dans le cadre de ce mode`le. Dans
les zones interme´diaires, ils correspondent a` de faible valeurs des parame`tres a et d. On peut en
extraire des valeur de a . 0.3 et d . 2.5. Ces valeurs tombent dans la gamme de parame`tre stables
(figure 3.8, 3.30 (a)). Cela montre que le phe´nome`ne observe´ dans les DNS n’est pas une instabilite´
de profils moyens en espace. Cette grande stabilite´ est un effet du profil de base laminaire : sans celui
ci, les profils contenus dans l’e´quation (3.1), ou extraits des DNS (figures 2.13, 2.14, 2.15 et 3.1 (a))
seraient instables pour toute amplitude a. Il suffirait qu’un point d’inflexion existe, ce qui est le cas
pour d & 0.5.
Les valeurs de l’inverse de l’e´paisseur de couche de cisaillement trouve´es dans l’e´coulement sont
approximativement borne´es par d . 4.5 (figure 3.5 (b)). E´tant donne´ cette borne supe´rieure, l’am-
plitude a dans la zone interme´diaire doit eˆtre suffisamment importante pour que l’instabilite´ puisse
se produire. On trouve une borne infe´rieure a & 0.5. La gamme de valeurs devant ainsi eˆtre prise par
a correspond au maximum des valeurs trouve´es dans l’e´coulement (figure 3.5 (a)). Comme il a e´te´
discute´ dans la section (§ 3.1.4) pre´ce´dente, ces valeurs ne se trouvent que dans le coeur des streaks
de vitesse longitudinaux (Fig. 3.2 (a), 3.3, 3.5 (a)).
On passe maintenant a` l’e´tude syste´matique de l’effet du contre-e´coulement. Il est controˆle´ par
l’amplitude b et l’inverse d’e´paisseur de couche de cisaillement d′. E´tant donne´ l’e´tude de l’e´coulement
dans le coeur de la zone interme´diaire, on choisit des valeurs raisonnables de a = 0.7 et d = 3.9.
L’e´tude se fait d’abord a` R = 350 sur trois exemples. On suit le comportement du taux de croissance
maximum σm ainsi que du taux de croissance a` cx = 0, σ0 en fonction de l’amplitude du contre
e´coulement, pour deux valeurs d’e´paisseurs de couche de cisaillement d′. Comme note´ dans la section
pre´ce´dente, le comportement des vitesses de groupe ou des modes propres avec b ou d, d′ varie peu
(Fig. 3.26 (d), 3.28).
Le contre-e´coulement restabilise le profil, pour b & 0.05 (figure 3.30 (b)). Le profil peut eˆtre
a` nouveau de´stabilise´ si b & 0.15. Cela est uniquement valable dans le cas ou` l’e´paisseur d′ est
suffisamment importante (exemple d′ = 2.6). Le taux de croissance maximum σm augmente avec b,
et on voit apparaˆıtre une gamme de valeurs de b, strictement incluse dans la gamme σm > 0, pour
laquelle le taux de croissance σ0 est positif, i.e. pour laquelle l’e´coulement est absolument instable :
on a un passage de convectif a` absolu. On trouve des taux de croissance du meˆme ordre de grandeur
dans les cas d’instabilite´ convective ou absolue, pour b . 0.05 ou b & 0.2. Pour les plus grandes
valeurs de b, le profil est restabilise´.
Comme note´ dans la sous-section pre´ce´dente, le nombre d’onde optimal km augmente avec l’ampli-
tude du contre e´coulement b. On suit son comportement avec b pour trois valeurs de d′. Les re´sultats
sont re´sume´s sur la figure 3.30 (c). On voit apparaˆıtre deux re´gimes. Le premier, pour les plus faibles
valeurs de b, pour lequel le nombre d’onde km est quasiment constant et e´gal a` 0.5, puis le second pour
les plus grandes valeurs de b ou` km augmente continuement avec b apre`s une augmentation brutale.
C’est une conse´quence du fait que σ(k) est tre`s plat lorsque σm < 0. Cette variation brutale se produit
dans la gamme de b pour laquelle l’e´coulement est stable et ne pose pas de proble`mes outre mesure.
Pour les plus petites valeurs de d′, l’e´coulement est comple`tement restabilise´ pour les plus grandes
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Figure 3.31 – Analyse de stabilite´ pour plusieurs b et d′, a` a = 0.7, d = 3.9, pour plusieurs nombres
de Reynolds dans la gamme d’intereˆt, R ∈ [200 : 500]. (a) Re´gion de l’espace des parame`tres pour
laquelle l’e´coulement est instable, (b) Re´gion de l’espace des parameˆtres pour laquelle l’e´coulement
est absolument instable.
valeurs de b, le taux de croissance maximum σm n’est alors plus de´fini. Les valeurs de λm correspon-
dantes, avec un minimum autour de ∼ 10 puis variant continument entre ∼ 4 (interme´diaire) et ∼ 2
(turbulent) se comparent bien aux longueurs de corre´lations longitudinales (Fig. 3.19 (d)) dans les
zones interme´diaires et turbulentes valant respectivement 1.5 et 1. Ces longueurs sont reduites d’au
moins un facteur deux par rapport a` la longueur d’onde a` cause de la proce´dure de seuillage donnant
ωthz . La tendance de re´duction de la longueur d’onde en entrant dans la zone turbulente se retrouve
bien dans le mode`le.
On passe ensuite a` une e´tude syste´matique des taux de croissance σm et σ0, pour suivre le caracte`re
convectif et absolu de l’e´coulement en fonction des parame`tres. On prend maintenant le nombre de
Reynolds comme parame`tre de controˆle supple´mentaire : on le fera varier dans la plage qui nous
inte´resse, ou` l’on trouve des bandes (§ 4.3.3), des spots (§ 6) ou de la turbulence entretenue [21].
Les amplitudes et e´paisseurs de couches de cisaillement ont les meˆmes valeurs que pre´ce´demment,
a = 0.7, d = 3.9. A chaque nombre de Reynolds, R ∈ [200; 550] variant de 50 en 50, on calcule le
signe des taux de croissance σm et σ0. Ainsi, on de´termine la zone de l’espace des parame`tres (b, d
′)
(Fig. 3.31) dans laquelle l’e´coulement est instable (Fig. 3.31(a)) et absolument instable (Fig. 3.31(b))
pour chaque nombre de Reynolds. Les situations a ≃ b ≃ 0.7 sont peu probables et ont moins
d’inte´reˆt. La partie en blanc correspond a` la stabilite´. Pour les valeurs les plus faibles de d′, d′ . 3.5,
le contre e´coulement stabilise l’e´coulement (Fig. 3.31 (a)). Le taux de croissance s’annule et devient
ne´gatif si la ligne b ≃ 0.05 est passe´. Pour des valeurs de d′ supe´rieures, la restabilisation par le
contre-e´coulement est perdue. Pour des valeurs plus importantes de b, l’e´coulement est de´stabilise´ a`
nouveau. La valeur critique de´croˆıt quand d′ croˆıt. L’e´coulement peut devenir absolument instable si
b & 0.15 et d′ & 2.5 (Fig. 3.31(b)). De´croˆıtre le nombre de Reynolds re´duit la zone de l’espace des
parame`tres pour laquelle on a instabilite´ et instabilite´ absolue. L’instabilite´ convective disparaˆıt si
R . 200, l’e´coulement n’est plus instable sans contre e´coulement. L’instabilite´ absolue se maintient
jusqu’a` R . 150, dans une zone de l’espace des parame`tres pour laquelle l’amplitude a et l’inverse
de l’e´paisseur de la couche de cisaillement d sont relativement importants.
Pour une valeur donne´e de l’amplitude a, il y a une valeur minimale d’amplitude de contre
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Figure 3.32 – Pour un re´gime de parameˆtres (ax = 0.7, az = 0.06, sx = −0.6, sz = −0.1, dx = 3.9,
dz = 1, R = 300) : (a) Taux de croissance σ en fonction des nombres d’onde kx, kz. (b) vitesse de
groupe cx en fonction des nombres d’onde kx etkz. (c) : vitesse de groupe cz en fonction de kx et kz.
e´coulement b, de´pendant faiblement de R, pour laquelle une instabilite´ absolue peut se produire. A`
cause de l’effet stabilisateur de l’e´coulement de base laminaire, cette relation ne peut pas s’exprimer
comme un ratio a/b , mais elle reste e´quivalente au ratio minimum pour lequel une instabilite´ absolue
peut se produire (voir Huerre [46, 47])
3.4.3 Advection transverse
Comme pour le cas de l’advection longitudinale, on montre d’abord un cas typique concentre´ sur
le comportement du taux de croissance et des vitesses de groupes longitudinales et transverses en
fonction des nombres d’onde. Le proble`me line´arise´ (2.5) de´coule des e´quations (2.6) et (2.7) (pp. 19).
On fait ensuite une e´tude parame´trique des profils V¯z pour trois types de profils V¯x (Eq. (3.2))
repre´sentants les deux zones interme´diaires et la zone turbulente.
Ge´ne´ralite´s
On choisit des valeurs de parame`tres typiques d’une zone interme´diaire, soit a = 0.7, d = 3.9,
b = 0 : on ne prend pas de contre e´coulement. Son effet sera examine´ dans la sous-section suivante.
Ces parame`tres sont motive´s par les valeurs extraites des DNS et les re´sultats de l’e´tude de stabilite´
a` une seule composante. Comme annonce´, on choisit des valeurs de parame`tres pour V¯z tire´es des
profils moyens : on prend az = 0.08 et dz = 1.8. On calcule le taux de croissance et les vitesses de
groupe pour ces valeurs de parame`tre. Le mode le plus instable est un mode propre de l’e´quation
d’Orr-Sommerfeld, l’e´tude de l’e´quation de Squire n’est pas ne´cessaire dans ce cas : il n’y a pas
d’effet tri-dimensionnel non trivial a` l’ordre line´aire. Le cas est non trivial, en effet, comme il n’y pas
strictement V¯z ∝ V¯x et ne peut pas se ramener a` un cas purement bidimensionnel.
On trace les niveaux de couleur de σ sur la figure 3.32. La gamme de valeurs de vecteur d’onde
kx, kz pour lesquels l’e´coulement est instable apparaˆıt en couleurs plus claires sur la figure 3.32 (a). Le
long de l’axe kz = 0, on retrouve le comportement a` une composante. L’e´coulement est instable pour
la gamme −0.5 . kz . 0.5 de nombre d’onde : la viscosite´ stabilise l’e´coulement pour les nombres
d’onde les plus grands. L’e´coulement de fond transverse, bien qu’instable isole´ment (i.e. sans V¯x et
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surtout y~ex), n’arrive pas a` de´stabiliser l’e´coulement. Comme on l’a de´crit pre´ce´demment, c’est un
effet de l’e´coulement de base laminaire. On peut le voir sur la figure 3.26 (b). Changer la valeur de
az a peu d’effet sur le comportement de σ en fonction de R, en particulier, Rs est peu modifie´ par
l’e´coulement transverse.
On de´taille les syme´tries trouve´es dans le sectre. Le taux de croissance est invariant par la trans-
formation V¯x ↔ −V¯x, ainsi que par V¯z ↔ −V¯z, kz ↔ −kz. Les vitesses de groupe ont la syme´trie mise
en e´vidence dans la section pre´ce´dente. L’influence principale de V¯x peut se comprendre a` cause de sa
plus grande amplitude. En augmentant az, on fait apparaˆıtre de plus en plus clairement le de´calage
de l’axe de syme´trie du spectre (figure 3.32 (a)). Ce de´calage est plus clair dans les coins, l’axe de
syme´trie suit la relation kz = 0.03kx pour cette valeur de az.
On trace les niveaux de couleur des vitesses de groupe cx et cz sur les figures (respectivement) 3.32
(b) et (c). L’e´coulement transverse a un faible effet sur la vitesse de groupe cx : son comportement
change peu du cas a` une seule composante (figure 3.26 (d)). La vitesse de groupe cz varie entre −0.1
et 0.1. La plupart des valeurs correspondent a` des nombres d’onde stables, seules celles correspondant
a` des nombres d’onde instables sont pertinentes. On trouve alors dans ce cas des valeurs de vitesse de
groupe autour de cz ∼ 0.03. On explore dans la sous-section suivante la relation syste´matique entre
l’e´coulement transverse et la vitesse de groupe cz.
En conclusion de ce cas, on peut noter que les effets tridimensionnels non triviaux sont absents :
l’e´coulement transverse modifie la vitesse de groupe et modifie peu le taux de croissance de l’instabi-
lite´.
E´tude parame´trique
On de´taille dans cette sous section le comportement syste´matique de la vitesse de groupe cz, pour
les nombres d’onde le plus instable, en fonction des parame`tres de l’e´coulement de fond transverse.
On varie les amplitudes az et bz de ces e´coulements entre 0 et 0.07, ces valeurs permettent de tester la
modulation (Eq. (3.2)) de la composante transverse de l’e´coulement de fond (figure 3.4 (b)). On choisit
dans trois cas tests typiques en termes d’e´coulement longitudinal, qui correspondent a` l’e´coulement
longitudinal dans les deux zones interme´diaires et dans la zone turbulente.
Les niveaux de couleur de la vitesse de groupe des vecteurs d’onde les plus instables dans ces
trois cas sont trace´s en fonction de az et bz dans la figure 3.33. il apparaˆıt une relation entre cz et∫
dy V¯z ≃ −0.25(az−bz). Cependant, on trouve un effet claire de V¯x : il vient dissyme´triser la relation
cz(az, bz). Dans les deux premiers cas, le poids le plus important est donne´ a` l’e´coulement transverse
pre´sent dans le meˆme demi e´coulement que V¯x (figure 3.33 (a,b)). Dans le cas avec contre e´coulement,
le poids est a` nouveau donne´ a` la partie e´coulement de base, meˆme si la syme´trie est partiellement
recouvre´e.
De manie`re syste´matique, on voit que l’e´coulement de fond n’a d’effet que sur la vitesse de groupe.
Si les maxima de V¯x et V¯z sont dans la meˆme moitie´ de l’e´coulement, le taux de croissance maximum
et la re´gion instable du plan (kx, kz) s’e´largit le´ge`rement.
3.4.4 Analyse globale
On conside`re le proble`me global pour obtenir une information qualitative sur la forme du spectre
et des modes instables sans chercher a` re´aliser une analyse syste´matique.
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Figure 3.33 – Niveaux de couleur de vitesse de groupe, (a) : cz(σm) en fonction de az et bz, R = 300
pour ax = 0.7, bx = 0, dx = 3.9, dz = 1.8. (b) : cz(σm) en fonction de az et bz a` R = 300 pour ax = 0,
bx = 0.7, dx = 3.9, dz = 1.8. (c) : cz(σm) en fonction de az et bz, R = 300, ax = 0.7, bx = 0.35,
dx = 3.9, dz = 1.8.
Proce´dure
Le proble`me aux valeurs propres (2.5) de´coule de l’e´quation (2.9) (pp. 20). Le mode propre cor-
respond a` la fonction de courant φ, qui est relie´e a` la composante transverse du champ de vitesse
par uy = −∂xφ. La de´pendance longitudinale est donne´e par l’e´quation (3.1) (pp. 40) en remplac¸ant
les profils vp,n par des profils d’e´coulement de fond donne´s par h1,2 (Eq. (3.3), pp. 45). On choisit
des valeurs pour a, b, d, d′ en accord avec les e´chantillonnages de DNS et guide´s par les re´sultats de
l’analyse locale. On choisit pour ces profils les valeurs a = 0.8 et b = 0.4. La premie`re fonction de la
base {gn}, g0 = (
√
315/16)(1− y2)2 est utilise´e pour la composante V¯y de l’e´coulement de fond. Cela
de´crit assez bien le comportement de V¯y (Fig. 3.12 (c)). Son amplitude et sa de´pendance longitudinale
sont choisies de manie`re a` ve´rifier au mieux l’incompressibilite´ : ∂xV¯x + ∂yV¯y = 0. Cela permet de
mode´liser le comportement non paralle`le de l’e´coulement. Des niveaux de couleur de notre exemple
de (V¯x, V¯y) sont trace´s sur la figure 3.34 (a,b).
Re´sultat
L’analyse est re´alise´e pour notre exemple au nombre de Reynolds R = 350. On trace les parties
re´elles et imaginaire du mode le plus instables sur la figure 3.34 (c,d). La forme des modes instables
de´pend relativement peu du nombre de Reynolds R. Les parties re´elle et imaginaire ont la meˆme
enveloppe, leur modulation est de´cale´e : un extremum de l’un correspond a` un ze´ro de l’autre. Le
mode fait apparaˆıtre deux zones particulie`res : l’une avec une modulation longitudinale rapide et une
faible amplitude, l’autre avec une modulation plus lente et une grande amplitude. La partie a` faible
amplitude correspond a` la zone sans contre-e´coulement : dans le cadre de l’analyse locale, cette re´gion
est convectivement instable. La re´gion ou` l’amplitude du mode est importante correspond a` la re´gion
absolument instable ou` il y a un fort contre-e´coulement.
On discute ensuite la forme du spectre, toujours calcule´ sur le meˆme exemple (figure 3.35). Les taux
de croissance des modes les plus instables sont du meˆme ordre de grandeur que les taux de croissance
maximum trouve´s dans l’analyse locale. Les pulsations correspondantes sont d’ordre ω ∼ 0.2, en
accord avec les re´sultats de l’analyse locale (Fig. 3.26 (c)) et la fre´quence de battement des modes de
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Figure 3.34 – (a,b) E´coulement de fond a = 0.8, b = 0.4, d = 3.9, d′ = 3, s = ∓0.6. (a) : V¯x, (b) : V¯y.
Mode le plus instable correspondant a` cet e´coulement pour R = 350 : partie re´elle (c) et imaginaire
(d).
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Figure 3.35 – E´coulement de fond a = 0.8, b = 0.4, d = 3.9, d′ = 3, s = ∓0.6. (a) : V¯x, (b) : V¯y.
Forme typique du spectre dans le plan ω − σ pour l’exemple choisi, centre´ sur les modes instables.
Fourier correspondant a` la perturbation de´veloppe´e (Fig. 3.13 (a)).
3.4.5 Analyse de Bloch–Floquet
On teste dans ce cas l’effet de la de´pendance transverse du champ de vitesse V¯x, pour discuter de
la validite´ de l’hypothe`se de confinement en z faite. On choisit une modulation purement sinuso¨ıdale
dans la direction ~ez. Des modes propagatifs ont de´ja` e´te´ identifie´s dans un syste`me similaire [101],
mais n’ont pas e´te´s explore´s. On suppose qu’il s’agit du meˆme type de mode, mais on souhaite pousser
la comparaison.
On utilise une de´pendance transverse combinant les fonctions h1,2 (Eq. (3.3), pp. 3.3) pour
repre´senter le comportement vu dans les DNS (figure 3.2 (a)). On utilise une de´pendance en z du
type de l’e´quation (3.7). On donne un exemple correspondant a` une zone interme´diaire contenant un
streak vx < 0 pour y > 0 sur la figure 3.36 (a). Le proble`me aux valeurs propres (2.5) de´coule des
e´quations (2.10), (2.11) et (2.12) (pp. 20).
On donne le taux de croissance en fonction du nombre d’onde pour cet e´coulement de fond sur
la figure 3.36. Le comportement de σ est raisonnable, mais trop irre´gulier pour eˆtre juste. Il reste
probablement un bug dans la de´termination du proble`me line´aire...
3.5 Conclusion
La conclusion de ce chapitre est organise´e en deux parties synthe´tiques. La premie`re consiste en un
re´sume´ compare´ de l’analyse phe´nome`nologique de la mode´lisation et de l’analyse du mode`le. Chacun
des points (me´canisme d’instabilite´, e´chelle et longueur d’onde, vitesse d’advection etc.) est repris et
remis dans son contexte (zone de l’e´coulement etc.). On passe ensuite a` la discussion proprement dite.
On rappelle l’organisation des cohabitations stables ou me´tastables dans les diffe´rents e´coulements
cisaille´s, ainsi que les propositions de cycle dans l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite. On
de´taille alors les possibilite´s d’un tel cycle de maintien de la cohabitation laminaire-turbulente dans
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Figure 3.36 – (a) : Niveaux de couleurs de l’e´coulement de fond V¯x+y choisi. (b) : taux de croissance
en fonction de kx pour un parame`tre de Floquet k˜z = 0 pour ce choix d’e´coulement
l’e´coulement de Couette plan. On discute de possibles bases de me´canismes de maintien d’une zone
pseudo-laminaire de longueur donne´e. On s’attache a` mettre en valeur les parties connues et comprises,
et celles qui le sont moins.
3.5.1 Re´sume´ compare´ : Relation entre mode`le et phe´nome´nologie
La description moyenne des bandes, issue de la litte´rature [6, 96] et rappele´e dans le chapitre
pre´ce´dent, sert de point de de´part a` la description de l’e´coulement instantane´ en espace et quasi-
permanent en temps. La turbulence est module´e a` grande e´chelle. Cette modulation peut eˆtre re-
centre´e sur la zone interme´diaire, pour mettre en e´vidence la simplicite´ de la description de la com-
posante longitudinale du champ de vitesse. On peut extraire de la meˆme manie`re les composantes
transverse et normale a` la paroi, l’ensemble contenant la recirculation le long et autour de la bande [6].
On peut passer a` l’e´chelle infe´rieure. L’e´coulement est pe´riodique a` l’e´chelle des streaks dans la direc-
tion z′, paralle`le a` la bande (note´e x′ chez Barkley & Tuckerman [5]). Cette image se retrouve dans
toutes les visualisations instantane´es et peut eˆtre de´crite simplement a` l’aide des streaks turbulents
et des vortex longitudinaux.
On peut poser cette description de manie`re plus quantitative. L’analyse des fonctions d’auto-
corre´lation du champ de vitesse fait apparaˆıtre la semi-pe´riodicite´. Cette analyse sur des champ de
vitesse moyenne´s en temps, sur des dure´es croissantes met en e´vidence le caracte`re semi-permanent
de cette description. Les corre´lations se re´duisent avec la dure´e de moyennage a` cause du chaos local
de l’e´coulement. Ne´anmoins, on peut de´crire cette partie de l’e´coulement, en bonne approximation a`
l’aide d’un e´coulement permanent, pe´riodique de courte longueur d’onde dans la direction paralle`le
a` la bande, et module´e a` grande e´chelle. On parle d’e´coulement de fond. La partie longitudinale
de l’e´coulement de fond et transverse de l’e´coulement moyen peut eˆtre de´crite a` l’aide de quelques
polynoˆmes satisfaisant les conditions de bord, ou de profils analytiques. Les parame`tres intervenants
dans la description analytique peuvent eˆtre extraits de la DNS et les diffe´rents re´gimes compare´s
aux diffe´rentes zones des bandes, des spots, ou dans l’e´coulement de Couette plan perturbe´ par un
fil [21]. A` l’aide des re´gimes de parame`tre pour chaque composante, on peut montrer qu’on retrouve
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quantitativement l’e´coulement a` grande e´chelle, de manie`re cine´matique, par simple moyennage sur
les structures a` petites e´chelles (streaks).
Une fois cette description pose´e, on peut identifier l’instabilite´ dans la DNS. Elle se superpose sim-
plement au comportement ide´alise´. On propose ici deux exemples, un correspondant au de´veloppement
de l’instabilite´, et un autre a` l’instabilite´ de´veloppe´e. On identifie une instabilite´ de type Kelvin–
Helmholtz de la de´pendance en y de vx. C’est dans ces exemples que l’on voit apparaˆıtre de manie`re
qualitative la localisation transverse des perturbations, ainsi que la se´paration d’e´chelle entre l’insta-
bilite´ et la bande turbulente et mettre en e´vidence le lien entre instabilite´ et cre´ation de vorticite´
transverse.
La vorticite´ transverse nous permet d’abord de faire des mesures de taille caracte´ristique dans la
direction transverse et dans la direction longitudinale. Les fonctions de corre´lation dans la direction
transverse confirment la localisation de l’instabilite´ dans les streaks, les longueurs de corre´lation dans
la direction longitudinale mettent en e´vidence de manie`re quantitative la se´paration d’e´chelle entre
la longueur d’onde de la bande et celle de l’instabilite´. Ces particularite´s permettent de faire des
choix de mode´lisation. D’une part, le confinement de l’instabilite´ dans les streaks turbulents oriente
vers un mode`le bidimensionnel de couche cisaille´e. D’autre part la se´paration d’e´chelles permet de
faire une hypothe`se de quasi-paralle´lisme et de pratiquer une e´tude de stabilite´ locale. On peut alors
tirer des e´chantillonnages les distributions de parame`tres correspondant a` chaque zone, et utiliser la
description moyenne pour quantifier leur modulation en espace. On peut alors analyser chaque zone
a` l’aide du re´gime de parame`tre adapte´. Pour pratiquer une analyse de stabilite´ globale, on utilise
ces e´chantillonnages ainsi que la de´pendance longitudinale de l’e´coulement moyen. Les crite`res de
stabilite´ line´aire ainsi que le calcul des taux de croissance dans l’analyse line´aire viennent confirmer
le caracte`re de Kelvin–Helmholtz de l’instabilite´. Un mode`le de tension de Reynolds maintenant
l’e´coulement de fond montre que l’on peut ne´gliger ce terme dans l’e´tude de stabilite´ et tout de
meˆme en obtenir une bonne compre´hension semi-quantitative. Les profils sont plus stables que si
la condition de non-glissement a` la paroi est ne´glige´e [87]. De plus ils pre´cisent que les re´gimes de
parame`tres instables correspondent au coeur des streaks turbulents, dans les zones interme´diaires et
turbulentes. Pour cette instabilite´ comme pour d’autres du meˆme type [60, 90], les streaks instables
correspondent a` la fraction des streaks les plus intenses, en amplitude de vx et en cisaillement.
La vorticite´ transverse permet une mesure de la vitesse d’advection de ces perturbations dans
l’e´coulement. L’advection apparaˆıt dans les visualisations des champs. On peut ensuite la mesurer
via une proce´dure standard. On profite de l’invariance dans la direction paralle`le a` la bande pour
faire une mesure moyenne des composantes transverse et longitudinale de la vitesse d’advection. La
composante transverse correspond au cas le plus simple : elle est e´gale en tous point a` la moyenne
sur l’e´paisseur de la composante transverse du grand e´coulement. La composante longitudinale a
deux comportements typique : dans la zone turbulente, elle suit la moyenne sur l’e´paisseur de la
composante longitudinale du grand e´coulement. Autour de la zone laminaire, elle change de direction
pour amener les perturbations vers la zone laminaire. En faisant le bilan de ces deux composantes,
on trouve un e´coulement le long de la bande autour de la zone turbulente. Pre`s de la zone laminaire,
elles sont advecte´es dans une direction en bonne approximation normale a` la bande, vers le laminaire.
Cette description est partiellement retrouve´e dans le mode`le. En effet, les vitesses de groupe pour
les nombres d’onde instable correspondent a` la moyenne sur l’e´paisseur donnant l’e´coulement grande
e´chelle (Fig. 3.37 (a)). De plus, on fait apparaˆıtre une transition convectif/absolu de l’instabilite´ a`
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Figure 3.37 – Sche´mas de l’e´coulement indiquant les zones laminaires, turbulente et interme´diaire,
base´ sur la figure 2.12 (c,d), ou` l’e´coulement est stable, ainsi que la direction des deux composantes
de la vitesse de groupe, de´duites de l’analyse line´aire (a) : dans un plan x − z, (b) : dans un plan
x− y. (c) : Possible cycle auto-entretenu des bandes
l’entre´e de la zone turbulente (Fig. 3.37 (b)). Ces analyses locales se transposent bien aux autres
ge´ome´tries, et est en bon accord avec les cas d’analyse globale.
3.5.2 Discussion
On se´pare la discussion en deux parties distinctes. La premie`re et la plus conse´quente revient
sur la phe´nome´nologie et l’analyse line´aire, et compare le cas de l’e´coulement de Couette plan aux
autres e´coulements cisaille´s. On de´crit un cycle de maintien de la cohabitation laminaire-turbulent,
similaire a` celui propose´ pour l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite. On fait ensuite apparaˆıtre
les similarite´s entre le retour vers le laminaire des perturbations, et l’e´quilibre de force moyen dans
la zone laminaire.
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Comparaisons aux autres e´coulements et possibilite´ d’un cycle
Les e´coulements quasi-bidimensionnel et quasi-unidimensionnel cisaille´s partagent un certain nombre
de caracte´ristiques et de similarite´s dans la transition et l’organisation de la turbulence. Cela permet
de transposer les ide´es d’un e´coulement a` un autre, en particulier le cycle propose´ pour l’e´coulement
de Poiseuille dans une conduite, a` l’e´coulement de Couette plan.
On propose un exemple de cycle dans la figure 3.37 (c). On peut partir du processus d’auto
entretien de la turbulence de paroi. Prise de manie`re isole´e, c’est la partie la mieux comprise de la
turbulence de paroi a` faible nombre de Reynolds. On voit apparaˆıtre dans les DNS que les streaks
turbulents composent l’e´coulement de fond. On montre que la moyenne sur la direction paralle`le a` la
bande des contributions des streaks et vortex longitudinaux, donnent l’e´coulement a` grande e´chelle
le long des bandes (§ 3.1.5). Cet e´coulement est maintenu en moyenne par des tensions de Reynolds
a` expliquer, mais dont on comprend qu’elles sont une conse´quence de la turbulence locale. On s’est
concentre´ dans la phe´nome´nologie sur la fle`che suivante du cycle : sur l’instabilite´ de ces couches
cisaille´es et l’advections des perturbations. DNS et mode`le montrent que l’instabilite´, de type Kelvin–
Helmholtz est une instabilite´ de l’e´coulement de fond. La mesure des vitesses d’advection ainsi que le
calcul des vitesses de groupe met en e´vidence l’advection des perturbations le long de la bande et leur
maintien autour de la zone turbulente. Le calcul des vitesses de groupe permet de mettre en e´vidence
la transition convectif/absolu a` l’entre´e de la zone turbulente, ce qui permet de tracer un paralle`le
avec les e´coulements spatialement de´veloppe´s , qui pre´sentent une cascade spatiale d’instabilite´s
conduisant a` la turbulence. Comme dans le cas de l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite, on
s’attend a` ce que ces perturbations advecte´s et maintenues dans la zone turbulente viennent exciter
en retour le processus auto-entretenu, et aider la turbulence a` exister a` des Reynolds plus faibles que
Rt. La difficulte´ supple´mentaire dans notre cas est que l’e´coulement instable est une conse´quence de
la turbulence, et pas un e´coulement laminaire permanent. C’est cette partie qui est pour l’instant la
moins comprise dans le cycle. Jusqu’a` pre´sent les tensions de Reynolds ne sont calcule´es a` partir des
petites e´chelles que nume´riquement [6,51] : on ne dispose pas de relation analytique explicite. L’ide´al
serait un lien direct et explicite entre les processus a` petite e´chelle et entre les petites et les grandes
e´chelles, qui bouclerait le cycle.
On discute tre`s peu dans cette partie de l’influence du chaos local sur l’instabilite´, et de la
conse´quence de l’instabilite´ sur le de´sordre. L’inverse de l’e´paisseur, bien plus que l’amplitude, est
de´finie en tant que distribution. Cela a un effet sur la tendance qu’on les streaks a` eˆtre instables. L’in-
stabilite´, par sa tendance a` ge´ne´rer de plus petites e´chelles longitudinales, va contribuer au de´sordre,
bien que dans l’ensemble, les e´chelles caracte´ristiques sont borne´es infe´rieurement a` environ h par la
viscosite´.
La transition convectif/absolu a ceci d’inte´ressant qu’on s’attend a` la retrouver aussi dans l’e´coulement
de Couette plan perturbe´ par un fil [4,21]. Des descriptions de type cycle peuvent alors permettre d’ex-
pliquer le maintien de la turbulence dans cette configuration a` des nombres de Reynolds relativement
bas. La principale diffe´rence repose sur l’absence d’advection transverse dans le cas de l’e´coulement
de Couette plan perturbe´ par un fil. L’analyse nume´rique du syste`me montre une transition sous
critique et un mode instable pre´sentant des vortex longitudinaux [4]. L’e´tat stable peut servir de base
pour une e´tude similaire a` celle pre´sente´e dans ce chapitre.
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Retour des perturbations vers le laminaire et longueur d’onde
On met ici en e´vidence les similarite´s qui apparaissent dans la zone laminaire entre les e´tudes
moyennes et les re´sultats instantane´s. L’e´quilibre des forces dans la zone laminaire, base´e sur l’ad-
vection du profil turbulent par le profil moyen, est en relation avec la longueur d’onde des bandes.
On peut poser la question du maintien d’une distance bien de´finie entre bandes auto-entretenues. La
possibilite´ d’une interaction [83] consistant en l’effet des perturbation dissipe´es entre les bandes peut
eˆtre envisage´e.
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Chapitre 4
E´tude nume´rique de la bande a` grande
e´chelle
Ce chapitre est centre´ sur l’e´tude phe´nome´nologique et statistique et sur la mode´lisation de la
formation des bandes a` l’e´chelle d’une ou de plusieurs longueurs d’onde. On s’appuie sur les re´sultats
expe´rimentaux de Prigent et al. [73] et nume´riques de Barkley & Tuckerman [6] ainsi que sur les
noˆtres (§ 3.1.1) pour proposer des grandeurs pertinentes pour mesurer la modulation. On s’inspire
des approches pre´ce´dentes pour proposer un mode`le de (Ginzburg–)Landau–Langevin du syste`me.
On exploite le mode`le en profondeur du point de vue analytique et nume´rique. On passe ensuite a`
l’e´tude nume´rique statistique pour le mode`le a` bas ordre et des DNS, en utilisant le cadre fourni par
l’exploitation du mode`le. On en tirera les parame`tres effectifs du mode`le. On termine par un bilan
compare´ des re´sultats.
4.1 De´finition et mesure des grandeurs pertinentes
Dans le second chapitre, on a de´finit (§ 2.3.1) des grandeurs turbulentes classiques. Cependant,
elles de´crivent tre`s partiellement les spe´cificite´s de la formation de la bande, en particulier la modu-
lation en bonne approximation harmonique de la turbulence mise en avant par Prigent et Barkley &
Tuckerman [6,73–75,96], parce qu’elles ne de´pendent pas de l’organisation spatiale de la coexistence
laminaire-turbulente. On se base sur leur approche pour proposer une quantite´ adapte´e, qualifie´e de
parame`tre d’ordre par abus de langage. On de´taille la question de la moyenne du parame`tre d’ordre
et du comportement moyenne´ d’ensemble de sa phase. On montre de plus que les fluctuations d’orien-
tation et de longueur d’onde s’observent particulie`rement bien graˆce a` cette approche, on propose
alors une mesure des temps de re´sidences dans tel ou tel e´tat.
4.1.1 Quantifier la modulation de la turbulence
On cherche a` quantifier la modulation de la turbulence sous la forme des bandes oblique et par
extension, l’apparition et la disparition de cette modulation. Il faut une quantite´ qui prenne une
valeur suffisamment importante lorsque la bande est bien de´finie et qui soit ne´gligeable lorsqu’elle a
apparemment disparu et laisse place a` la turbulence uniforme. La transition vers la turbulence, au
95
96 CHAPITRE 4. E´TUDE NUME´RIQUE DE LA BANDE A` GRANDE E´CHELLE
sens strict, ne fait ni partie des bifurcations classiques, ni des transitions de phase, mais on appelle
tout de meˆme cette quantite´ un parame`tre d’ordre par analogie avec ces cadres. On justifiera cette
appellation lors de la comparaison quantitative entre les mode`les et la DNS. Un parame`tre d’ordre
typique pour l’e´tude de la transition laminaire turbulente est la fraction turbulente f (voir [12, 13]).
Elle est adapte´e pour la transition a` Rg en ce qu’elle quantifie la taille de la zone ou` l’e´coulement
est non trivial, mais est incomple`te pour de´crire la formation des bandes : elle peut prendre la meˆme
valeur pour un e´coulement organise´ ou de´sorganise´, quelle que soit sa forme. On veut utiliser une
quantite´ directement relie´e a` la modulation dans l’e´coulement.
De manie`re similaire a` Prigent et al. et Barkley & Tuckerman [6,7,73–75] on utilise les quantite´s
du champ de vitesse directement relie´es a` la modulation. Pour cela, on utilise le spectre de Fourier
dans le plan x, z. On moyenne vˆ2x dans la direction y (fig 4.1) :
mnx,nz(t) =
(
1
2
∫ 1
y=−1
dy |vˆx|2(nx, y, nz, t)
)1/2
, (4.1)
qui est typiquement relie´ a` l’amplitude de l’e´nergie contenue dans ce mode nx, nz du champ de
vitesse, repe´re´ par ses nombre d’onde et est homoge`ne a` une vitesse. Le facteur 1/2 correspond a`
la normalisation 1/(h− (−h)) = 1/(1 − (−1)). On compare cette quantite´ en examinant dans deux
situations le champ ~v2 et ln(mnx,nz) (figure 4.1 (a,c)). Le mode (nx, nz) = (0, 0) a e´te´ retire´ du spectre
pour plus de lisibilite´. Dans les deux cas, le domaine contient trois longueurs d’onde. Dans le premier
cas (Fig. 4.1(a)), il n’y a pas de de´faut, et on ne trouve qu’un pic dans le spectre (l’information a`
nx < 0 est redondante) (Fig. 4.1(b)). L’amplitude du pic a` nx = 1 et |nz| = 3, mode fondamental
du motif correspondant, est plusieurs ordres de grandeur au dessus de celle des autres modes. Cela
est aussi le cas dans les domaines incline´s [7, 96]. On trouve au moins un rapport 10 entre le mode
du motif et les autres dans le cas d’un motif sans de´fauts. Cela correspond a` ce qu’on attend de
cette mesure. Dans le cas ou` la bande contient des de´fauts ou imperfections (Fig. 4.1(c)), on observe
deux pics principaux (Fig. 4.1(d)), pour nz = ±3, pour les deux orientations, qui ont une amplitude
infe´rieure a` celle du motif ide´al, on trouve de plus des valeurs non ne´gligeable autour de ces pics,
qui correspondent a` la modulation des deux orientations. Une proce´dure de de´modulation classique
permet de mettre en e´vidence les enveloppes. Les de´fauts dans la bande prennent la forme d’une
disclinaison de`s que le motif comporte au moins trois longueurs d’onde dans une direction. Dans les
domaines contenant une ou deux longueurs d’onde, on trouve des morceaux de bande brise´s (Fig. 4.4
(d)). De la meˆme manie`re on retrouve deux pics a` ±nz dans le spectre ainsi qu’une enveloppe.
Ainsi mnx,±nz mesure l’amplitude de la modulation de la turbulence. Pour simplifier les notations,
dans toute la suite, a` chaque fois que le nombre de longueurs d’onde contenu dans le domaine est
donne´, on notera simplement ces quantite´s m±, par re´fe´rence aux deux orientations possibles. Dans
toute la suite, on parlera du mode de´veloppe´ ou dominant pour le mode de plus grande amplitude,
repre´sentant l’orientation effectivement vue dans le syste`me.
On peut en suivre les se´ries temporelles qui montrent qu’il s’agit d’une quantite´ fluctuante. Ainsi,
de la meˆme manie`re que pour les quantite´s turbulentes, on doit re´aliser des moyennes de ces quantite´s
fluctuantes. Un proble`me supple´mentaire vient s’ajouter : principalement pre`s de Rt, on trouve des
fluctuations d’orientation (compe´tition entre les modes ±, voir paragraphes § 4.1.3 et § 4.3.4) ainsi que
de la re´entrance de la turbulence (voir paragraphe § 4.3.3) ; et dans certains re´gimes de taille pouvant
accommoder p ou p+ 1 longueurs d’onde, des fluctuations de longueur d’onde et d’orientation. Dans
tous ces cas, une moyenne simple en temps est inefficace.
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Figure 4.1 – Niveaux de couleur de ~v2 (a,c) et niveaux de couleur de ln(|vˆ|) (b,d). Sans de´faut (a,b),
avec de´faut (c,d)
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Figure 4.2 – Densite´ de probabilite´ de m+, m− pour R = 290 sans syme´trisation (a), pour R =
330 sans syme´trisation (b), pour R = 330 avec syme´trisation (Eq. (4.2)) (c), pour R = 337 avec
syme´trisation (d). A` chaque fois, Lx × Lz = 110× 32, Lx,z/Nx,z = 4, Ny = 15
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On peut e´chantillonner une pdf Π(m+, m−) du module des deux modes (figure 4.2 (a)), elle
se syme´trise avec le temps d’e´chantillonnage (figure 4.2, (b)), a` mesure que des retournements se
produisent. Pour acce´lerer les choses, on la syme´trise artificiellement (figure 4.2 (c)) [77] :
Πs(m+, m−) = 1/2(Π(m+, m−) + Π(m−, m+)) (4.2)
La probabilite´ d’obtenir 0 est nulle, comme il sied pour le module d’une variable ale´atoire complexe
(voir la suite). La re´entrance de la turbulence homoge`ne se voit avec l’apparition d’un troisie`me
maximum (figure 4.2, (d)).
On utilise la syme´trie entre les orientations ± pour de´terminer la moyenne. On de´finit ainsi :
M = 2
∫
m′′<m′
dm′dm′′m′Πs(m′, m′′) . (4.3)
Les quantite´s m′ et m′′ peuvent eˆtre m+ ou m− ou inversement. De la meˆme manie`re, on obtient ses
fluctuations :
S =
(
2
∫
m′′<m′
dm′dm′′ (m′ −M)2Πs(m′, m′′)
)1/2
. (4.4)
Cette dernie`re mesure surtout le de´sordre et la coexistence de diffe´rentes orientations. Le choix de
la moyenne et des fluctuations du module reproduit l’approche suivie dans les e´tudes de transitions
de phase [104], ou` l’on utilise le module de la moyenne spatiale du parame`tre d’ordre, de manie`re
a` s’affranchir des variations de phase entre chaque “re´alisation” du syste`me. Cela permet une com-
paraison quantitative des DNS et du mode`le. Ce choix se diffe´rencie a` une approche de type champ
moyen ou` l’on choisit le maximum de la pdf (valeur la plus probable) divise´e par le module, comme
Barkley et al. [7]. Cette approche pre´sente des proble`mes lorsque la pdf a de multiples maxima qui ne
se correspondent pas via une ope´ration de syme´trie, (comme les modes m+ et m−). Ce cas ne semble
cependant pas se produire dans les domaines incline´s [7]. L’approche de Barkley & Tuckerman est
le pendant phe´nome´nologique de l’approche en champ moyen qui sera utilise´e pour faire des calculs
analytiques dans le mode`le. Cependant, les deux me´thodes de mesure dans la DNS conduisent au
meˆme type de re´sultats.
Cette approche n’est plus pertinente lorsque quatre modes doivent eˆtre suivis, typiquement quand
il y a compe´tition entre longueurs d’onde et orientations. On de´taillera le calcul de la moyenne dans
cette situation dans la section § 4.1.3.
4.1.2 De´termination pratique des moments de la phase
En calculant la phase a` une cote y des modes vˆ± ainsi repe´re´s, on obtient la position en x relative
de la bande dans le domaine (figure 4.3 (a)). A` cause de l’obliquite´ de la bande et des conditions aux
limite pe´riodique, tout de´placement en z peut se ramener a` un de´placement en x. C’est donc la seule
coordonne´e ne´cessaire pour repe´rer la position de la bande. Le re´sultat obtenu de´pend faiblement
de la valeur de y pour laquelle la phase est calcule´e : la diffe´rence de phase entre deux valeurs de
y fluctue rapidement autour d’une valeur constante (figure 4.3 (c)). Le module des deux modes m±
e´tant toujours strictement positif, leur phase est toujours de´finie.
Ainsi, le comportement de la phase, dans les se´ries temporelles comme dans le suivi sur de longues
dure´es des visualisations [5], ressemble e´normement a` une marche ale´atoire. On va donc chercher a`
de´terminer les deux premiers moments des se´ries temporelles pour les comparer aux re´sultats types.
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Figure 4.3 – (a) Phase prise a` diffe´rentes coˆtes pour une taille Lx × Lz = 110 × 48, R = 290,
Nx/Lx = 1, Nz/Lz = 3, Ny = 15. (b) Ve´rification de la convergence des moyennes d’ensemble : pente
de 〈φ2〉(t) en fonction du nombre d’e´chantillons pour une dure´e de se´rie temporellent donne´e. (c)
Diffe´rence de phase entre chaque coˆte.
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On de´termine l’e´volution moyenne en temps des deux premiers cumulants (moyenne et e´cart
type). On discutera et mesurera leur comportement typique dans la suite (mode`le § 4.2.4 et DNS
§ 4.3.1). La dynamique du mode de´veloppe´ est beaucoup plus lente que celle du mode domine´,
et quelle que soit la situation, la moyenne en temps de la phase est toujours nulle. On cherche a`
quantifier le comportement en temps de cette variable. On calcule donc une moyenne d’ensemble et
des fluctuations d’ensemble des se´ries temporelles, par opposition aux moyennes en temps. La se´rie
temporelle est de´coupe´e en e´chantillons de dure´es T0 e´gales, fixe´e par le nombre N d’e´chantillons et
la dure´e T de la se´rie temporelle : T0 = T/N . On moyenne en sommant chaque e´chantillon :
〈φ〉(t) = 1
N
N∑
i=1
φ(t+ (i− 1)T0)− φ((i− 1)T0)) , (4.5)
et
〈(φ− 〈φ〉)2〉(t) =
(
1
N
N∑
i=1
(φ(t+ (i− 1)T0)− φ((i− 1)T0)))2
)
− 〈φ〉2(t) . (4.6)
Pour ve´rifier la convergence de la proce´dure, on calcule la pente des fluctuations pour un nombre
d’e´chantillons croissant (Fig. 4.3 (b)). Elle converge pour plusieurs milliers d’e´chantillons, ce qui
indique la convergence de la proce´dure. Cela fixe la valeur de N et donc de T0. Cela ne´cessite donc
des se´ries temporelles assez longues. Cette approche de mesure sera aussi teste´e dans le cadre du
mode`le (§ 4.2.4).
4.1.3 Mesure des temps de re´sidence
(a) (b) (c) (d)
(e) (f) (g)
Figure 4.4 – Niveaux de couleur de ~v2 dans le plan y = −0.57, pour diffe´rents types de configura-
tions : Lx × Lz = 128× 84, R = 315 (a,b,c,d), Lx × Lz = 170× 48, R = 290 (e,f,g)
Les pdf et les moyennes extraites dans la section pre´ce´dente apportent une information sur
l’e´quilibre, au sens statistique, du syste`me. Les moyennes d’ensemble des se´ries temporelles de la
phase donnent une information sur une dynamique lente, mue par le bruit du au chaos local, au-
tour de cet e´quilibre (de´crit par les maxima des pdf). On s’inte´resse ensuite a` ses fluctuations les plus
extreˆmes en temps, en particulier sur les changement d’orientation observe´s dans une certaine gamme
de nombres de Reynolds et/ou de taille, pour lesquels l’e´coulement explore des situations radicalement
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diffe´rentes (Fig. 4.4 orientation + ou −, une (a,b,e,g) ou deux (c,f) longueurs d’onde dans la direction
z (c) ou x (g)). Dans ces situations la bande garde une orientation et une longueur d’onde donne´e
pendant un temps (Fig. 4.4 (a,b,c,e,f,g), puis passe par une situation transitoire pendant laquelle elle
est perturbe´e par des de´fauts (Fig. 4.4 (d)) avant de reprendre une orientation (voire une longueur
d’onde Fig. 4.4 (c,f)) bien de´finie, e´ventuellement diffe´rente. On cherche donc a` mettre en e´vidence
ce comportement dans les se´ries temporelles des grandeurs qui nous donnent l’e´tat de l’e´coulement,
en particulier les parame`tres d’ordre. Les quantite´s qui vont nous inte´resser sont les distribution de
temps de re´sidence du syste`me dans chaque orientation, et, le cas e´che´ant, longueur d’onde.
On examine les se´ries temporelles du parame`tre d’ordre. On en donne deux exemples (Fig. 4.5)
dans le cas d’une compe´tition entre deux longeurs d’ondes, (meˆme re´gime de parame`tre que pour
la figure 4.4, (a,b,c,d)) et figure 4.6, dans le cas d’une compe´tition entre deux orientations pre`s de
la disparition de la bande. Les quantite´s turbulentes sont insensibles aux changements d’orientation
(Fig. 4.5 (b)) (comme on le verra dans la suite (§ 4.3.2)) et trop peu sensibles aux changements de lon-
gueur d’onde pour permettre des estimations pre´cises. Autrement dit, les changements d’orientation
se font a` fraction turbulente constante, ce qui laisse supposer que la re´partition laminaire/turbulente
est domine´e par un processus plutoˆt local, peu sensible a` l’organisation a` grande e´chelle (§ 5). Les
se´ries temporelles des parame`tres d’ordre ont des caracte´ristiques radicalement diffe´rentes. D’un point
de vue instantane´, on avait vu qu’un mode ou l’autre dominait lorsqu’une orientation ou longueur
d’onde est clairement visible dans l’e´coulement. Cela apparaˆıt aussi de manie`re dynamique sur les
figures. 4.5 (a) et 4.6) qui illustrent l’augmentation de l’un desm, sa domination, puis sa de´croissance,
e´ventuellement suivie de la croissance d’un autre m. Cela quantifie des e´volutions du type Fig. 4.4
(a,b,c)→d→ (a,b,c). Il apparaˆıt ainsi que ces se´ries temporelles sont particulie`rement adapte´es pour
de´terminer le temps passe´ dans chaque e´tat.
Pour de´terminer un temps de re´sidence dans un e´tat, on applique une proce´dure de seuillage, ne
ne´cessitant l’amplitude que du mode conside´re´ [78]. En particulier, on ne fait pas de comparaisons
entre amplitudes de modes, qui perdraient leur pertinence en terme de temps de se´jour dans un e´tat
dans les cas a` trois ou` quatre e´tats. Si m2 est au dessus d’un premier seuil s1, l’e´tat est conside´re´
comme de´veloppe´, et s’il descend en dessous d’un second seuil s2, l’e´tat est conside´re´ comme domine´.
La dure´e Ti de cet e´ve`nement est alors le temps de re´sidence dans cet e´tat. On illustre ces deux seuils
dans la figure 4.6 pour le cas d’une compe´tition entre deux orientations. L’approche est robuste, et
peut eˆtre applique´e quel que soit le nombre d’e´tats en compe´tition. D’un point de vue qualitatif, on
s’attend a` ce que les temps e´chantillonne´s de´pendent peu de s1 dans une large gamme de valeur :
une fois que l’e´tat est de´veloppe´, il le reste. Si s1 est trop grand, le passage dans l’e´tat n’est pas
capte´. On attend cependant une de´pendance plus importante en s2, d’une part parce que cela peut
faire apparaˆıtre des excursions qui seront de moins en moins bien capte´es a` mesure que s2 est de´cru,
d’autre part, parce que la re´duction de s2 allonge le temps mesure´ lorsque l’e´tat va finalement eˆtre
de´truit.
A` l’aide de cette proce´dure, on obtient alors une distribution de temps de vie {Ti} cumule´es Q(T ) :
Q(T ) =
#{Ti ≥ T}
#{Ti} ,
qu’on trace en line´aire-line´aire ou logarithme-line´aire (figure 4.7), dans l’esprit d’e´ve´nements inde´pendant,
suivant une loi de type Poisson. Les pdf des temps de re´sidence confirment cette impression. Avec le
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Figure 4.5 – Se´ries temporelles pour une expe´rience typique (Lx × Lz = 128 × 84, R = 315), (a) :
m pour plusieurs nz, (b) : e, et et f/10
nombre croissant d’e´ve`nements enregistre´s, la distribution tend vers une loi exponentielle :
Q(T )→ exp
(
− T〈T 〉
)
.
Ainsi, pour un e´chantillonnage suffisamment long, la moyenne des temps de re´sidence τ1 (calcule´e
a` l’aide de la pdf) se retrouve quasiment e´gale a` la pente de la droite de la repre´sentation log-
lin τ2, ou du parame`tre d’un ajustement exponentiel du trace´ lin-lin τ3. L’ajustement exponentiel
sous-estime 〈T 〉 > τ3, parce que les e´ve`nements les plus longs, donc les plus rares, ont moins de
poids, tandis que l’ajustement line´aire sur-estime 〈T 〉 < τ2, parce qu’il donne beaucoup de poids
aux e´ve`nements longs. On de´finit 〈T 〉 = (τ1 + τ2 + τ3)/3. On peut de´terminer de cette manie`re un
crite`re de qualite´ de l’e´chantillonnage, ou une barre d’erreur sur le temps de vie mesure´, a` l’aide de la
variance
√
(
∑
τ 2)− 〈T 〉 de ces trois temps τ1,2,3. Cet indicateur tend vers 0 a` mesure que les se´ries
temporelles traite´es s’allongent. Une dure´e de l’ordre de plusieurs 105h/U est ge´ne´ralement ne´cessaire
pour la convergence. En pratique, cela correspond a` une cinquantaine d’e´ve`nements.
Comme explique´, on s’attend a` ce que nos e´chantillonnages de´pendent des seuils s1 et s2. On
de´termine alors le temps de re´sidence moyen en fonction des seuils s1 et s2 (figure 4.8). Ces courbes
montrent une de´pendance continue en (s1, s2) et permettent de se faire une bonne ide´e de la de´pendance
syste`matique de 〈T 〉 dans le plan (s1, s2). On trouve un comportement commun a` toutes les situations
e´tudie´es. Le temps de re´sidence moyen a un plateau sur une gamme de s1 et une croissance monotone
en fonction de s2. On se placera toujours au milieu du plateau en s1, qui assure une de´tection re´aliste
du de´but d’un e´tat (d’orientation ou de longueur d’onde). Le temps de re´sidence moyen 〈T 〉 de´croˆıt
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Figure 4.6 – Exemple de se´rie temporelle de m2 avec deux exemples de seuils s1 et s2
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Figure 4.7 – densite´ de probibilite´ cumule´e des temps de vie pour Lx × Lz = 128 × 84, R = 315,
s1 = 0.001, s2 = 0.0005, en line´aire-line´aire (a) et en logarithme-line´aire (b)
avec le seuil (s2). On re´alise un ajustement line´aire, qui est relativement bon a` chaque fois pour
obtenir une extrapolation a` s2 = 0, qui correspond a` la limite de sortie totale de l’e´tat. On a ainsi
une de´pendance du type :
〈T 〉 = α(R, δ~k) (1− βs2) .
Le coefficient β ≃ 1000±100 ne de´pend pas des parame´tres comme la taille ou le nombre de Reynolds
R. Cette proce´dure d’extrapolation posse`de un certain nombre d’avantage sur des approches a priori
plus simples, comme par exemple une comparaison de deux modes (dans le cas d’une compe´tition entre
deux e´tats), en plus de pouvoir s’e´tendre a` plus deux deux e´tats. L’extrapolation permet d’estimer le
temps de vie, avec des barres d’erreurs, dans des cas ou` le temps ne´cessaire pour e´chantillonner est
extreˆmement long (voir § 4.3.4) : la courbe 〈T 〉(s2) sera bien estime´e pour les plus grandes valeurs
de s2, mais permet tout de meˆme une extrapolation. Finalement une proce´dure base´e uniquement
sur une comparaison (ratio, diffe´rence) va donner des distributions cumule´es Q(T ) perturbe´es pour
les temps cours. Les amplitudes de modes se croisent e´gales, mais le syste`me ne fait qu’une courte
excursion, ajoutant un temps court supple´mentaire dont la dure´e correspond a` l’excursion. Cela
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ne´cessite des pdf relativement longues, le temps moyen ne peut plus eˆtre estime´ que par la pente de
la pdf cumule´e, des contraintes que l’on ne peut pas imposer pour un e´chantillonnage des donne´es
de DNS. Ces remarques sont e´claire´es par l’e´tude des temps de premier passage dans le mode`le de
Langevin (paragraphe § 4.2.5)
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Figure 4.8 – temps de vie en fonction du seuil de de´clanchement : s1 (a), s2 (b)
Cette de´termination de la pre´sence du syste`me dans un e´tat en termes de seuil permet aussi de
moyenner de manie`re conditionnelle le parame`tre d’ordre. Cela pre´sente peu d’inte´reˆt dans le cas
d’une compe´tition entre deux modes, car la pdf en deux dimension reste syme´trique et lisible. mais se
re´ve`le utile pour les cas ou` quatre modes sont en compe´tition. On suit donc une proce´dure de moyenne
conditionne´e par le fait que le mode (nx, nz) est de´veloppe´. De la meˆme manie`re que pre´ce´demment,
on commence a` moyenner lorsque mnx,nz(t) passe au dessus de s1 et on arreˆte lorsqu’il passe en
dessous de s2. A` nouveau, la moyenne ne de´pend pas de s1 sur un plateau. Contrairement au temps
de re´sidence, elle ne de´pend que faiblement de s2, en effet, les valeurs e´chantillonne´es ajoute´es sont
assez faibles. Cette approche converge plus rapidement que les calculs de temps de re´sidence. Des
exemples de M de´termine´s de cette manie`re se retrouvent aux paragraphes § 4.3.2 et § 4.3.4
4.1.4 Remarques diverses
Du choix d’une de´finition de M
Lors de la pre´sentation du calcul de m comme mesure de la modulation de la turbulence dans
l’e´coulement, il est apparu que l’on devait utiliser une approche statistique, m(t) fluctuant fortement,
et que plusieurs types de moyenne possibles se pre´sentaient. Les moyennes simples en temps, comme
pour les quantite´s turbulentes, sont totalement pollue´es par les fluctuations d’orientation et de lon-
gueur d’onde et ne sont pas pertinentes. Les moyennes calcule´es a` l’aide des pdf sont robustes mais
ne fonctionnent pas tant qu’il n’y a pas de fluctuations de longueur d’onde. Les moyennes condi-
tionne´es servent dans ces cas la`. Si l’on compare syste´matiquement les deux approches, en calculant
la diffe´rence relative des valeurs deM pour plusieurs R (figure 4.9), il y a un le´ger e´cart entre moyenne
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Figure 4.9 – Diffe´rence relative entre valeurs de M calcule´es par l’approche conditionne´e par l’exis-
tence du motif et par l’approche pdf en fonction du nombre de Reynolds, dans l’approche mode`le
re´duit Ny = 15.
conditionne´e et moyenne pdf, la moyenne conditionne´e ne prenant pas en compte les pe´riodes ou`m est
trop proche de ze´ro. Elle ne de´tecte pas les effets de la disparition transitoire de la turbulence [5,77].
On utilisera donc cette moyenne conditionne´e uniquement dans les quelques cas de compe´tition entre
quatre modes.
De la de´termination d’une loi d’e´chelle (ou pas)
On aura tendance a` se me´fier de l’identification d’une tendance line´aire “a` l’oeuil”. On donne
un exemple (figure 4.10) avec le mode nx = nz = 0, moyenne´ pour une gamme de nombre de
Reynolds. On trace la moyenne en temps P et la moyenne du carre´ Q, les deux donnant l’impression
d’une tendance line´aire (figure 4.10, (a,b)). On trace de plus la moyenne du carre´ avec le carre´ de la
moyenne, les deux se recouvrant et e´tant en apparence parfaitement line´aire.
(a)
280 300 320 340
0.08
0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
R
 
 
v 0
(b)
280 300 320 340
0.01
0.015
0.02
0.025
R
v 02
 
 
280 300 320 340
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
R
 
 
(c) Q
P2
Figure 4.10 – En fonction de R : moyenne temporelle de v0 (mode 0, 0 de Fourier, P ) (a), moyenne
temporelle de v20 (Q) (b), carre´ de la moyenne temporelle de v0 et moyenne temporelle de v
2
0 (c)
Dans toute la suite, les ajustements sont faits pour la comparaison avec une loi de puissance
donne´e, soit pour des raisons pratiques, comme l’extrapolation a` s2 = 0.
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4.2 Mode`le pour la formation des bandes
4.2.1 Motivation
La question du type de mode`le a` utiliser pour de´crire le comportement de l’amplitude de la
modulation de la turbulence m±(t) n’est pas triviale. En effet, comme il s’agit de l’apparition d’un
e´tat ordonne´ a` partir de la turbulence, on ne dispose pas de cadre the´orique classique, Barkley et al.
parlent de bifurcation de pdf [7]. On se base donc sur des approches ad hoc et phe´nome´nologiques
d’e´quation d’amplitude bruite´s, parce qu’elles ont prouve´s leur robustesse.
Ainsi, on pre´sente le cadre ge´ne´ral choisi pour la mode´lisation. On l’exploite ensuite en de´tails,
d’abord a` l’e´quilibre (au sens de la physique statistique), puis on e´tudie deux types de de´pendances en
temps, d’abord autour de l’e´quilibre, puis loin de l’e´quilibre. A` chaque fois, on extraira le maximum
de re´sultats analytiques, que l’on comparera a` l’inte´gration nume´rique du mode`le. On discutera de
plus du sens que prennent nos proce´dures de traitement dans le cadre de ces mode`les.
4.2.2 Formalisme de Ginzburg–Landau–Langevin
Principe
On utilise une description inspire´e de formation de motif, approche justifie´e a posteriori par le
comportement du syste`me. En effet, il apparaˆıt une modulation dans l’e´coulement pour une certaine
gamme de parame`tres de controˆle. Dans ce type de description, on a une de´pendance rapide en espace 1
(motif inde´pendant du temps) correspondant a` la longueur d’onde de la bande, et une de´pendance
lente en espace et en temps, correspondant a` la modulation de ce motif. On peut alors, de manie`re
similaire a` [73–75] re´e´crire le champ de vitesse sous la forme :
vx(x˜, z˜, x, z, t) = V0 + A+(x, z, t) e
i(kcxx˜+k
c
z z˜) + A−(x, z, t) ei(k
c
xx˜−kcz z˜) + c.c. .
On utilise un parame`tre d’ordre complexe A± ∈ C pour de´crire la modulation. On notera respecti-
vement Ar± et A
i
± leurs parties re´elles et imaginaires. On mentionne la moyenne en espace, c’est a`
dire le mode (0, 0), v0, qui s’ave`re non-nulle et qui de´pend des parame`tres de controˆle. On a pre´sente´
rapidement son comportement dans la section pre´ce´dente (Fig. 4.10). kcx,z = 2π/λ
c
x,z est le vecteur
d’onde de la bande 2 et le centre du spectre lorsqu’on a une modulation spatiale. Comme pour m la
notation ± fait la diffe´rence entre les deux orientations. Les variables lentes t, x et z de´crivent la
modulation en espace de l’amplitude du motif [19]. Les variables rapides x˜, z˜ varient sur une e´chelle
λcx,z, un ratio ǫ (l’e´cart au seuil) se´pare les deux gamme de variation en espace et en temps. Ainsi
A± contient toutes les variations lentes : son module correspond a` l’intensite´ de la modulation, et sa
phase a` sa position dans le domaine. Il ne contient pas de de´pendance en y : en pratique, on peut faire
correspondre A± a` l’amplitude des modes les plus importants en y [6]. Les caracte´ristiques principales
de la bande (apparition apparemment continue, l’anisotropie, l’invariance du syste`me par translation
en x et z, la domination d’une orientation sur l’autre) permettent une de´pendance en temps et en
1. Elle meˆme rapide par rapport aux e´chelles transverse et de temps des streaks
2. On parle de vecteur d’onde critique ou optimal, bien que la confusion avec le vecteur d’onde critique a` Rt est
possible
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espace du type :
τ0∂tA± = (ǫ+ ξ2x∂
2
x + ξz∂
2
z )A± − g1|A±|2A± − g2|A∓|2A± + ζ±(t) . (4.7)
On a ǫ = (Rt − R)/Rt l’e´cart au seuil ; cette expression est valable pour ǫ suffisamment petit. La
partie de´terministe de l’e´quation repose principalement sur des arguments de syme´trie . L’e´cart au
seuil ǫ est le principal parame`tre de´terminant le comportement qualitatif du mode`le : la bande n’est
attendue qu’a` ǫ > 0 [19]. On verra dans l’exploitation du mode`le qu ǫ est la principale commande de
l’amplitude du parame`tre d’ordre moyen. Rt correspond au seuil d’apparition des bandes (vues pour
R < Rt). Les longueurs de cohe´rence ξx,z de´terminent les e´chelles caracte´ristiques de variation de
l’amplitude, ainsi que la largeur du spectre de A± autour de ~kc. Les de´rive´es en espace et en temps
se font par rapport aux variables lentes. Le coefficient τ0 est le temps de cohe´rence et de´termine le
facteur de conversion entre les e´chelles de temps de l’e´coulement h/U et l’e´chelle de temps rapide t˜.
Le rapport entre les e´chelles rapides x˜, z˜, t˜ et les e´chelles lentes x, z, t est donne´es par t˜/t ∝ ǫ pour
le temps et x˜/x, z˜/z ∝ ǫ 12 pour l’espace. Le coefficient g1 va de´terminer l’amplitude a` saturation et
g2 la compe´tition entre les deux orientations. Le ratio g2/g1, est la seconde quantite´ de´terminant le
comportement qualitatif du motif : un rapport supe´rieur a` 1 est ne´cessaire pour avoir se´lection d’une
orientation [74], comme on le verra dans la suite. Le terme ζ est un bruit complexe additif (tous les
coefficients sont re´els) gaussien :
〈ζ±〉 = 0 , 〈ζ±(t)ζ±(t′)〉 = α2(R)δ(t− t′) . (4.8)
Les moments d’ordre supe´rieurs ve´rifient le the´ore`me de Wick [104], et donc le bruit peut eˆtre
entie`rement de´fini par ses deux premiers moments. La limite du bruit blanc correspond a` une diffe´rence
d’e´chelles de temps suffisamment grande entre le temps de corre´lation du bruit et le temps ca-
racte´ristique d’e´volution de A±. L’amplitude du bruit subi par le motif est α(R). Ce bruit n’est pas
d’origine thermique, comme c’est souvent le cas dans pour les proble`mes de motifs bruite´s [39,45,84],
ni exte´rieur (perturbations de l’expe´rience) mais d’origine turbulente. Il a une amplitude bien plus
importante et son temps de corre´lation est macroscopique, du fait de la cohe´rence a` grande e´chelle de
la turbulence [61] : on ne peut a priori avoir aucune attente pre´cise quant a` sa forme par des argu-
ments purement hydrodynamiques. Le cadre de la transition est bien trop peu turbulent pour utiliser
les approches de type tempe´rature turbulente. On le conside`re comme un bruit blanc a` l’e´chelle (de
temps et d’espace) du motif : on justifiera cette approximation de manie`re expe´rimentale dans la
suite (§ 4.3.1).
La partie de´terministe de ce mode`le peut eˆtre e´crite a` l’aide du potentiel V =
∫
dxdz U (pour une
taille infinie), V = (1/(LxLz))
∫
dxdz U pour une taille finie :
U = − ǫ
2
(|A+|2 + |A−|2) + g1
4
(|A+|4 + |A−|4) + g2
2
|A+|2|A−|2
+
ξ2x
2
(
(∂xA
r
+)
2 + (∂xA
i
+)
2 + (∂xA
r
−)
2 + (∂xA
i
−)
2
)
+
ξ2z
2
(
(∂zA
r
+)
2 + (∂zA
i
+)
2 + (∂zA
r
−)
2 + (∂zA
i
−)
2
)
(4.9)
On retrouve les e´quations de Ginzburg–Landau (4.7) en prenant la diffe´rentielle de V .
Pour de plus grandes valeurs de ǫ, on s’attend a` de´vier du comportement simple de´crit par
l’e´quation (4.7) ; en particulier, le mode`le n’est plus strictement potentiel. Cependant, l’e´quation
d’e´volution garde toujours les meˆmes traits qualitatifs, en terme de saturation, de compe´tition entre
orientations et de de´pendance en espace.
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Mode`le de Landau–Langevin
On va principalement de´crire le comportement de la bande dans des domaines confine´s, contenant
peu de longueurs d’onde, toutes sous-harmoniques de la taille de la boite [77]. On n’a alors plus de
de´pendance lente en espace, mais un effet de l’e´cart au nombre d’onde critique : la taille finie a pour
effet de n’autoriser qu’un ensemble de´nombrable de nombre d’onde. La plupart du temps, la taille
permet une seule longueur d’onde. Certaines tailles interme´diaires permettent une compe´tition entre
deux longueurs d’ondes. On peut de´terminer le mode`le dans un petit domaine pe´riodique a` partir du
mode`le de Ginzburg–Landau (§ C.2). Ainsi si une seule longueur d’onde est permise, on a :
τ0∂tA± =
(
ǫ− ξ2xδk2x − ξ2zδk2z
)︸ ︷︷ ︸
ǫ˜
A± − g1|A±|2A± − g2|A∓|2A± + ζ±(t) , (4.10)
avec δkx,z = kx,z − kcx,z. La variation lente en espace correspond a` l’e´cart au nombre d’onde ide´al
~kc. On pose ǫ˜ pour simplifier les notations et discussions, on note que pour un vecteur d’onde trop
e´loigne´ du vecteur d’onde central, le motif n’existe plus (ǫ˜ < 0). E´tant donne´ la syme´trie des termes
de´terministes, on peut a` nouveau e´crire le proble`me sous forme potentielle. :
∂tA
r,i
± =
∂V
∂Ar,i±
+ ζ , (4.11)
avec
V = − ǫ˜
2
(|A+|2 + |A−|2)+ g1
4
(|A+|4 + |A+|4)+ g2
2
|A+|2|A−|2 . (4.12)
On discute aussi le cas ou` un vecteur d’onde et son harmonique sont permis dans l’annexe C.2.
On n’utilise pas l’expression commune ∂/∂A¯ (contrairement a` [73] par exemple), ou` A¯ est le
conjugue´ de l’amplitude, ne serait ce parce que cette expression n’a pas de sens : le module de la
variable complexe n’est pas analytique [82]. Cette e´criture n’est utilise´e que pour son cote´ compact.
Cela conduirait a` introduire un potentiel qui a un facteur multiplicatif par rapport au potentiel effectif
du syste`me, ce qui change l’amplitude du bruit dans l’e´tude statistique.
4.2.3 Traitement du mode`le a` l’e´quilibre
On l’exploite principalement pour le cas confine´, sans de´pendance en espace, dont la dynamique
est de´crite par l’e´quation (4.10). Cette approche est pratique pour discuter des points d’e´quilibre et
de leur stabilite´ a` l’aide de la forme du potentiel. En effet, pour un bruit gaussien, l’e´quation de
Fokker–Planck correspondant a` l’e´quation de Langevin, ve´rifie´e par la pdf ρ(t, A+, A−) s’e´crit [98] :
τ0∂tρ = −t∂A±
(
ρ∂A±V +
α2
2
∂A±ρ
)
, (4.13)
avec le potentiel de l’e´quation (4.12), en posant ∂A± =
t
(
∂Ar+ , ∂Ai+ , ∂A
r
−
, ∂Ai−
)
, en notant t la trans-
pose´e. Cette expression peut se transposer dans le cas d’une de´pendance en espace.
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Ge´ne´ralite´s sur l’e´quilibre
De l’expression de l’e´quation de Fokker–Planck a` l’e´quilibre (stationnaire et sans flux de proba-
bilite´), on tire la fonction de partition, e´crite pour les parties re´elles et imaginaire des parame`tre
d’ordre :
Z =
∫
dAr+dA
i
+dA
r
−dA
i
− e
− 2V
α2 . (4.14)
On en de´duit la pdf a` l’e´quilibre, e´crite pour le module. La phase est une variable neutre, avec une
densite´ de probabilite´ uniforme, sur laquelle on a inte´gre´. On pre´sentera sa dynamique dans la section
suivante 4.3.1. Pour l’e´quilibre, on se concentre donc sur le comportement du module du parame`tre
d’ordre. Cela donne alors :
ρ =
|A+||A−|e−
2V
α2∫
d|A+|d|A−| |A+||A−|e−
2V
α2
. (4.15)
Le terme multiplicatif |A+||A−| correspond a` une densite´ d’e´tat, d’autant plus faible que le module
est faible. On a ce re´sultat ge´ne´ral, sous des conditions relativement faibles pour une variable ale´atoire
complexe (inde´pendamment de la coloration du bruit ou de la possibilite´ d’une description poten-
tielle) : la valeur 0 a une probabilite´ nulle, ce qui traduit la faible probabilite´ d’annuler simultane´ment
la partie re´elle et la partie imaginaire.
On va quantifier le parame`tre d’ordre a` l’e´quilibre 3 par ses cumulants. Les principales informations
sont contenues dans la moyenne et les fluctuations. C’est ce cadre qui influe sur le choix du type de
quantite´s M et S (Eq. (4.3), Eq. (4.4)) mesure´es dans les expe´riences nume´riques. On s’inte´ressera
principalement a` une expression analytique dans une approche champ moyen, pour ǫ pas trop proche
de 0, au premier ordre non nul en α. Les expressions perturbatives a` la transition, contenant les
ordres suivants sont peu manipulables et peu lisibles, et une estimation nume´rique a` l’aide de la pdf
(faisable rapidement) n’est pas syste´matique.
En premie`re approximation, la pdf peut se de´velopper comme une gaussienne, autour de ses
maxima, qui ve´rifient :
0 = −ǫ˜A2± + g1A4± + g2A2±A2∓ −
α2
2
. (4.16)
La moyenne 〈A±〉 est donne´e par la position du maximum (modulo des corrections quand celui ci
est proche de 0) et les fluctuations par la de´rive´e seconde. Le changement qualitatif se fait, comme
dans le cas de´terministe, autour de ǫ˜ = 0. On de´crit les solutions possibles selon les valeurs de ǫ ; on
verra que certains points fixes de la version de´terministe du mode`le (4.12) ne correspondent pas a` des
extreˆma de la pdf. On va voir qu’on passe d’une valeur moyenne proche de 0 a` une valeur moyenne
non ne´gligeable pour une orientation, et proche de 0 pour la seconde.
On conside`re d’abord la solution 〈A+〉2 = 〈A−〉2 = X , la plus simple a` exprimer analytiquement,
elle est solution de :
0 = −ǫ˜X + g1X2 + g2X2 − α
2
2
,
ce qui donne :
X =
ǫ˜+
√
ǫ˜2 + 2α2(g1 + g2)
2(g1 + g2)
. (4.17)
3. NB : e´quilibre du mode`le
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On peut l’expliciter au premier ordre. Pour ǫ < 0 (R > Rt) :
X =
α2
2|ǫ˜| + o(α
2) , (4.18)
Cette solution correspond a` l’e´tat de turbulence uniforme. La moyenne,
√
X est non nulle ; c’est une
conse´quence de la taille finie qu’on discutera dans la suite. Et pour ǫ > 0 (R < Rt) :
X =
ǫ˜
g1 + g2
+ o(1) .
Pour g2 > g1, cette solution correspond au point col. Pour g2 < g1, c’est le maximum de la pdf. Il
correspondrait a` un motif carre´, ainsi un mode`le de ce type doit avoir g2 > g1 pour de´crire les bandes.
On remarque que le point fixe instable a` 0 n’a pas d’e´quivalent en terme d’extreˆma de pdf pour
ǫ˜ > 0 : son existence n’est pas permise par le bruit et le caracte`re complexe du parame`tre d’ordre.
(figure 4.11).
Si on cherche maintenant les solutions a` ǫ > 0 correspondant aux bandes, on pose 〈A±〉2 = X
(l’orientation dominante), 〈A∓〉2 = Y (l’orientation domine´e). On doit re´soudre :{
0 = −ǫ˜X + g1X2 + g2XY − α22
0 = −ǫ˜Y + g1Y 2 + g2XY − α22 .
On re´sout au premier ordre en α2, i.e. dans l’esprit du champ moyen. On pose : X = ǫ˜/g1 + cα
2 et
Y = bα2 et on trouve : b = 1/ (2ǫ˜(g2/g1 − 1)) et c = −1/ (2ǫ˜(g2/g1 − 1)), pour trouver les solutions
non triviales. Ceci donne :
〈A∓〉 =
√√√√ α2
2ǫ˜
(
g2
g1
− 1
) + o(α2) , (4.19)
et
〈A±〉 =
√
ǫ˜
g1
− α
2g1
4ǫ˜
(
g2
g1
− 1
) + o(α2) . (4.20)
Qu’on peut e´crire a` l’ordre o(1) en α :
〈A±〉 =
√√√√(1− RRt)− (ξ2x(δkx)2 + ξ2z(δkz)2)
g1
. (4.21)
Comme pour le point fixe instable a` 0, cette solution disparaˆıt comple`tement pour g2 < g1. Dans
la pdf, tous les maxima qui auraient pu se retrouver a` 0 n’existent pas, comme on le voit dans les
niveaux de couleur d’un exemple de pdf (Fig. 4.11). La correction au mode de´veloppe´ du motif devient
ne´gligeable a` grand ǫ, de sorte qu’on peut garder une expression pour laquelle les corrections sont
d’ordre o(1) en α. La stabilite´ de ces solutions est teste´e a` α = 0 et g1 < g2 dans la section 4.2.5.
L’e´quivalent de la courbe de stabilite´ marginale (notion de´terministe), au dela` de laquelle la solution
proche de 0 (Eq. (4.18)) n’existe plus, est approximativement donne´e par 〈A±〉 = 0.
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(a) : (b) :
Figure 4.11 – Exemples de niveaux de couleurs de pdf du mode`le pour Rt = 355, g1 = 60, g2 = 120,
α = 0.002 (a) R = 290 (ǫ plus grand) et (b) R = 330 (ǫ plus petit).
En de´veloppant le potentiel a` l’ordre gaussien autour de 〈A±〉, on en de´duit les fluctuations,
donne´es par (1/Z)
∫
dA(A− 〈A〉)2 exp(−V/(2α2)) a` ǫ > 0 :
σA =
α
2
√|ǫ| , (4.22)
et a` ǫ < 0 :
σA =
α√
2|ǫ˜| .
On trace des exemples de pdf (Fig. 4.11), avec des valeurs de parame`tres qui correspondent
approximativement a` ceux que l’on trouve dans la DNS. Dans le meˆme esprit que dans la DNS
(Eq. (4.2)Eq. (4.3), Eq. (4.4), Fig. 4.2), on profite de la syme´trie de la pdf et on ne conside`re donc
que la moitie´ du domaine A− < A+. On peut y retrouver d’une part une comparaison qualitative
avec les re´sultats des DNS (Fig. 4.2), qui sont illustre´s par les quantite´s calcule´es ici. On y retrouve la
croissance de la valeur du maximum de la pdf, donnant approximativement 〈A〉 avec ǫ, l’impossibilite´
d’annuler le parame`tre d’ordre, traduit par la valeur moyenne non nulle du mode domine´, et la
croissance des fluctuations quand ǫ se rapproche de 0, correspondant a` l’e´largissement de la pdf.
Les corrections dues au bruit et au caracte`re complexe du parame`tre d’ordre sont du meˆme ordre
que les premie`res corrections au champ moyen, mais ont l’inte´reˆt de mettre en e´vidence simplement
un certain nombre de caracte´ristiques pratiques de la pdf. On compare ces expressions analytiques
aux valeurs exactes calcule´es via la pdf et on compile les re´sultats sur la figure 4.12. La moyenne
pre´sente deux types de comportement (Fig. 4.12 (a)) : la croissance en
√
ǫ loin de 0 a` ǫ > 0, ainsi
que la de´croissance lente en 1/|ǫ| a` ǫ < 0. Ces deux tendances sont contenues dans le champ moyen,
et on a un bon accord entre le champ moyen et la valeur calcule´e via la pdf. Du cote´ des fluctuations
(Fig. 4.12 b)), la valeur calcule´e graˆce a` la pdf pre´sente un maximum fini. Le champ moyen approxime
bien la croissance rapide de σ pre`s de ǫ = 0, mais diverge pour ǫ trop petit. De plus, la valeur de
transition ǫ = 0 de´termine´e par le champ moyen est diffe´rente de celle correspondant au calcul par
la pdf, de´termine´e par le maximum des fluctuations.
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On peut de plus tester la stabilite´ de la solution (4.21) vis a` vis des perturbations du nombre
d’onde δkx + qx, δkz + qz. Le calcul est re´alise´ pour une taille de domaine infinie qui permet des
perturbations infinite´simale de vecteur d’onde. On traite le proble`me a` l’ordre 0 en α, qui atteint de´ja`
les limites de re´solution analytique. En suivant [19, IV)A)1)a)ii)] (pages 876 et 877) et en utilisant les
e´quations 4.22 et 4.24 dans notre cadre anisotrope, on trouve un taux de croissance σ (le plus e´leve´) :
σ = − (ǫ− ξ2xδk2x − ξ2zδk2z + ξ2xq2x + ξ2zq2z)+√(ǫ− ξ2xδk2x − ξ2zδk2z)2 + (2ξ2xδkxqx + 2ξ2zδkzqz)2 ,
qui devient positif de`s qu’on franchit la surface donne´e par :
ǫ = 3
(
ξ2xδk
2
x + ξ
2
zδk
2
z
)
+ 4
−δk2xq2zξ2xξ2z − δk2xq2zξ2xξ2z + δkxδkzqxqzξ2xξ2z
ξ2xq
2
x + ξ
2
z
− (ξ2zq2z + ξ2xq2x) ,
Le taux de croissance de´pend de la ge´ome´trie des perturbations (via qx et qz), c’est une conse´quence
de l’anisotropie. On trouve la limite de stabilite´ pour toutes les perturbations en maximisant le second
membre sur (qx, qz). Cette instabilite´ est une instabilite´ de type eckhaus dans un contexte anisotrope.
Ce mode`le ne contient pas d’instabilite´ de type zig-zag, qui n’apparaˆıt que dans les syste`mes isotropes.
On trace le comportement typique de la courbe de stabilite´ marginale dans un plan (ǫ, δk) (figure 4.12
(c)). En pratique, pour les plus faibles δkx, δkz, on a une surface de stabilite´ marginale parabolique
de´crit par nos e´quations. En re´gime purement line´aire, le motif peut exister si le syste`me se trouve
au dessus de cette surface. On ajoute le trace´ sche´matique de la surface d’instabilite´ de type Eckhaus
pour un syste`me de taille infinie. On ajoute sur cette figure deux exemples de taille finie, avec leurs
δk respectifs, indique´s par les deux se´ries de lignes verticales. On peut sche´matiquement mettre en
e´vidence les situations pour lesquelles une, ou deux (rarement plus) longueurs d’ondes sont permises
pour le syste`me. Dans la majorite´ des cas, un seul nombre d’onde est permis, il s’agit du cas repre´sente´
par les lignes verticales rouge. Tous les autres δk permis par ce type de taille sont clairement en
dehors de la surface de stabilite´. Lorsque la taille change, deux nombres d’onde peuvent se retrouver
dans la feneˆtre autorise´e (ligne verticale violette). On se retrouve alors avec deux nombre d’onde
me´tastables et quatre situations (orientation et nombre d’onde) possibles. Le syste`me est alors de´crit
par quatre e´quations (complexes) couple´es qu’on pre´sente rapidement dans l’annexe C.2. Il s’agit la`
d’une description de principe. Une analyse pour un domaine isotrope de taille finie est ne´cessaire pour
de´crire exactement le comportement du syste`me lorsque la taille du syste`me impose deux vecteurs
d’ondes. Une telle analyse est plus longue [95] et montre que l’instabilite´ d’Eckhaus devient sous-
critique et que la courbe d’Eckhaus est abaisse´e par rapport a` la courbe de stabilite´ marginale.
Crite`re de Ginzburg
Lorsqu’on a de´termine´ les valeurs des moyennes et des fluctuations du parame`tre d’ordre en champ
moyen dans la section pre´ce´dente, on s’est borne´ a` dire qu’on supposait que ǫ e´tait suffisamment grand
pour que le potentiel V soit bien approxime´ par une parabole autour de son maximum et que la pdf
ρ est bien approxime´e par une gaussienne. Pour les plus faibles valeurs de ǫ, par contre, l’effet du
terme quartique se fait plus sentir, de sorte que les fluctuations deviennent importante par rapport a`
la moyenne (Eq. (4.19) et Eq. (4.22)) et on s’attend donc a` ce que cette approximation ne soit plus
valide. On peut tester la limite de validite´ de manie`re syste´matique, en de´terminant un crite`re dit
de Ginzburg sur ǫ en fonction des parame`tres du proble`me. Pour cela, on travaille avec la fonction
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Figure 4.12 – Moyenne (a) et fluctuation (b) calcule´ nume´riquement par la pdf pour le mode`le a`
l’e´quilibre et compare´ aux valeurs de champ moyen. (c) Courbe sche´matique de stabilite´ marginale,
prenant en compte la taille finie du domaine.
de partition Z, qu’on de´veloppe a` l’ordre suivant, et on va de´terminer a` quelle condition sur ǫ cette
correction n’est plus ne´gligeable.
On de´veloppe le potentiel au premier ordre au dela` de l’ordre gaussien V0 ∝ (A−
√
ǫ/g)2. Cela fait
apparaˆıtre dans l’exponentielle des puissances de A supe´rieure a` 2. On de´veloppe donc l’exponentielle
pour garder une expression traitable analytiquement. Ce de´veloppement se justifie : on veut savoir
dans quelle mesure les corrections a` l’ordre gaussien ont de l’importance dans la limite du re´gime de
parame`tres pour laquelle le facteur exponentiel n’est pas totalement ne´gligeable. Ainsi, la proce´dure
suivie correspond a` l’approximation du potentiel par le comportement quadratique V0 auquel on
ajoute des perturbations ∆V . la fonction de partition Z =
∫
dA exp(−2V0/α− 2∆V/α) s’approxime
par :
Z ≃
∫
dA exp(−2V0/α)(1− 2∆V/α) =
∫
dA exp(−2V0/α)︸ ︷︷ ︸
Z0
+
∫
dA exp(−2V0/α)(−2∆V/α)
soit
Z ≃ Z0(1− 2〈∆V 〉0/α)
lorsque l’on fait le de´veloppement de l’exponentielle au premier ordre. On compare donc la moyenne
avec le poids gaussien des perturbations au potentiel, et on les compare a` 1. Le champ moyen est
valide si elles sont ne´gligeables. Cela correspond a` l’approche syste´matique de crite`re de validite´ du
champ moyen [104], bien qu’on retrouve de´ja` cette ide´e dans les approches ante´rieures [54] § 147.
On fait le test dans le cas ou` on ne´glige le caracte`re complexe du parame`tre d’ordre, pour la
lisibilite´. On peut rajouter des effets (correction parame`tre d’ordre complexe, borne de l’inte´grale
etc.) a` prendre en compte ad nauseam, pour obtenir a` chaque fois un peu plus de pre´cision, l’approche
e´tant la meˆme. Pour ce calcul on a besoin des de´rive´es troisie`mes du potentiel, prises en A± et A∓
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correspondant au champ moyen (on ne´glige a` cet ordre les effets du bruit). Ainsi, pour ǫ > 0 :

∂3V
∂A±3 = 6g1A
cm
± = 6
√
g1ǫ
∂3V
∂A3∓
= 6g1A
cm
∓ = 0
∂3V
∂A2±∂A∓
= 2g2A
cm
∓ = 0
∂3V
∂A±∂A2∓
= 2g2A
cm
± = 2g2
√
ǫ
g1
.
Ce qui donne pour V au second ordre :
V = ǫ
(
A± −
√
ǫ
g1
)2
+
ǫ
(
g2
g1
− 1
)
2
A2∓ +
√
g1ǫ
(
A± −
√
ǫ
g1
)3
+
g2
3
√
ǫ
g1
A2∓
(
A± −
√
ǫ
g1
)
.
On a Z =
∫
dA±dA∓ exp (−2V/α2). En pratique, le domaine d’inte´gration est R+ × R+. On fait un
premier changement de variables : u =
√
2
(
A± −
√
ǫ/g1
)
et y =
√
(g2/g1 − 1)A∓. A` ce niveau on
peut changer le domaine d’inte´gration en [0; +∞], mais cela a peu d’effet sur le reste de la discussion.
Ce qui donne :
Z =
1√
2
(
g2
g1
− 1
)
∫
dudy exp

−ǫu2 + y2
α2
−
√
g1ǫu
3
α2
√
2
− 2g2
√
ǫuy2
3
√
2α2
√
g1
(
g2
g1
− 1
)

 .
Pour simplifier les notations, on pose :
γ1 =
ǫ
α2
, γ2 =
√
g1ǫ
α2
√
2
, γ3 =
√
2g2
√
ǫ
3α2
√
g1
(
g2
g1
− 1
) , Z˜ =
√
2
(
g2
g1
− 1
)
Z ,
ce pre´facteur ne change pas la discussion, il est le meˆme pour tous les ordre et ne de´pend pas du bruit
α et de l’e´cart au seuil ǫ. γ1,2,3 sont des inverses de fluctuation au carre´. On peut alors re´e´crire Z :
Z˜ =
∫
dudy exp
(−γ1(u2 + y2)) exp (−γ2u3 − γ3y2u) .
On de´veloppe le second exponentiel au premier ordre, ce qui donne :
Z˜
∫
dudy exp
(−γ1(u2 + y2)) (1− γ2u3 − γ3y2u) ,
Z˜ est alors la somme de trois termes :
Z˜ =
(∫
du exp
(−γ1u2))2︸ ︷︷ ︸
π/(4γ1)
−γ2
(∫
dy exp
(−γ1y2))︸ ︷︷ ︸√
π/(2
√
γ1)
(∫
du u3 exp
(−σu2))︸ ︷︷ ︸
1/(2γ21 )
−γ3
(∫
du u exp
(−γ1u2))︸ ︷︷ ︸
1/γ1
(∫
dy y2 exp
(−γ1y2))︸ ︷︷ ︸
√
π/(4γ
3/2
1 )
.
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Figure 4.13 – E´cart relatif pour la moyenne et les fluctuations entre le champ moyen a` ǫg en fonction
de α (a, g1 = 60, g2 = 120) et de g2 (b, g1 = 60)
On re´organise l’ensemble :
Z˜ =
π
4γ1
− γ2
√
π
2γ
5
2
1
− γ3
√
π
4γ
5
2
1
.
Et, en remplac¸ant les coefficients par leur valeurs :
Z˜ =
πα2
4ǫ
−
√
πα5
2ǫ
5
2
(√
ǫ
α2
√
g1
2
+
√
ǫ
2α2
√
2
g1
g2
3 (g2/g1 − 1)
)
,
soit :
Z˜ =
πα2
4ǫ
(
1− α
ǫ
2√
π
(√
g1
2
+
√
2
g1
g2
3 (g2/g1 − 1)
))
.
Les corrections deviendront non ne´gligeable si
1 .
α
ǫ
(√
2g1
π
+
2
√
2g2
3
√
π (g2/g1 − 1)√g1
)
. (4.23)
On pose alors ǫg, la valeur de ǫ donnant le crite`re de Ginzburg :
ǫg = α
(√
2g1
π
+
2
√
2g2
3
√
π (g2/g1 − 1)√g1
)
. (4.24)
Le rapport α
√
g1/ǫ donne la loi d’e´chelle ve´rifie´e par l’e´cart au seuil limite, les termes correctifs seront
non ne´gligeables pour ǫ petit, par rapport a` α1/3, le second terme modifie un peu le crite`re selon les
coefficients g1 et g2, en particulier le terme 1/(g2/g1 − 1), si le rapport g2/g1 est proche de g2/g1 & 1
(proche du re´gime ou le minimum de V correspond aux “carre´s”), le crite`re est difficilement ve´rifie´,
meˆme pour des valeurs pas trop petites de ǫ. Comme on le discute dans la section suivante, le syste`me
passe facilement d’une orientation a` une autre. Ainsi, il est mal de´crit par le champ moyen gaussien
qui correspond a` une orientation relativement fixe.
On illustre ce crite`re a` l’aide de l’e´cart relatif entre le champ moyen et les valeurs exactes, visible
dans la figure 4.12, donne´ par l’e´cart relatif entre les re´sultats des e´quations (4.19) (〈A±〉), 4.20
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(〈A∓〉) et 4.22 (σA) et les moyennes et fluctuations calcule´es nume´riquement en utilisant le potentiel.
(Fig. 4.13). L’inde´pendance en α vient valider la loi d’e´chelle ǫg ∝ α√g. L’e´cart relatif est encore faible
a` la limite de validite´ du champ moyen donne´e par le crite`re de Ginzburg. La de´pendance en g2 est
faible pour la moyenne du mode de´veloppe´, (on a le meˆme re´sultat pour g1), plus importante pour les
autres grandeurs. Les fluctuations et la moyenne du mode non de´veloppe´ prennent des valeurs moins
importantes et sont plus sensibles que la moyenne, en particulier a` l’inexactitude de l’approximation
par une gaussienne syme´trique autour de 0, ainsi qu’au caracte`re complexe du parame`tre d’ordre.
On peut corriger ces proble`mes en comple´tant ∆V et en approfondissant le calcul des inte´grales
gaussiennes.
On peut retrouver la loi d’e´chelle a` l’aide d’arguments qualitatifs [54] § 146. En effet, le champ
moyen est correct tant que l’effet des fluctuations se fait peu sentir par rapport a` la valeur de
la moyenne. Dans un syste`me sans extension spatiale il suffit alors de comparer les fluctuations
σ = α/(2
√
ǫ) a` la moyenne 〈A〉 = √ǫ/g1, le rapport α√g1/(2ǫ) doit eˆtre petit devant 1 pour que le
champ moyen soit valide. On retrouve ainsi la meˆme loi d’e´chelle, mais sans les pre´cisions apporte´es
sur les autres effets (compe´tition d’orientation etc.).
Comparaison aux simulations nume´riques du mode`le de Langevin
On peut re´aliser des simulations nume´riques du mode`le de Landau–Langevin pour e´chantillonner
des pdf, calculer la moyenne et les fluctuations des modes de´veloppe´s et non de´veloppe´s et comparer
au calcul re´alise´ graˆce a` la pdf. La figure 4.14 illustre le meˆme cas que la figure 4.12. Sur toute la
gamme de ǫ > 0 (motif existant) et pour ǫ < 0, on a accord entre les deux me´thodes de calcul de la
moyenne (Fig. 4.14 (a)). La situation est diffe´rente pour le calcul des fluctuations (Fig. 4.14 (b)). Pour
|ǫ| proche de 0, l’accord entre les deux me´thodes de calcul est relativement bon, avec quelque le´gers
e´carts. La situation est assez diffe´rentes pour ǫ plus grand : les fluctuations ne sont pas calcule´es avec
pre´cision a` l’aide des se´ries temporelles, et le re´sultat est relativement bruite´. D’autre part, il apparaˆıt
un e´cart relativement conse´quent avec le calcul fait par la pdf, en particulier pour le mode de´veloppe´.
L’origine de cet e´cart n’est pas bien comprise. Ces valeurs de´vient bien e´videmment des fluctuations
calcule´es en champ moyen (Fig. 4.12 (b)), qui elles, s’accordent bien avec les calcul graˆce a` la pdf.
Cela peut rendre plus difficiles les comparaisons entre champ moyen et simulations nume´riques de
Navier–Stokes.
4.2.4 Dynamique autour de l’e´quilibre
On commence par une mise en e´quation simplifie´e et plus intuitive de la dynamique de la phase et
du module du parame`tre d’ordre a` partir de l’e´quation de Landau-Langevin (4.10). On se place autour
de l’e´quilibre, autour du minimum de potentiel, on ne prend donc pas en compte les changements
d’orientation. Meˆme de manie`re heuristique, on prend garde aux subtilite´s du changement de variable
non-line´aire Ar, Ai → A, φ qu’on a re´alise´. Pour ce faire on re´alise ce changement de variable de
manie`re plus rigoureuses en partant de l’e´quation de Fokker–Planck. On obtient en particulier une
e´quation pour la dynamique du module du parame`tre d’ordre. On tire des comportements typique
des fluctuations en temps qu’on teste contre l’inte´gration nume´rique du mode`le. Cela nous permet
de discuter dans quelle mesure on peut traiter la croissance “exponentielle” du parame`tre d’ordre
partant de 0.
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Figure 4.14 – Comparaison entre les moyennes et fluctuations calcule´es nume´riquement par la pdf, et
les moyennes et fluctuations des se´ries temporelles de la simulation nume´rique du mode`le de Langevin.
(a) : moyenne, (b) : fluctuations
Des subtilite´s des changements de variables dans les e´quations de Langevin
Les changements de variable non line´aire dans une e´quation de Langevin pour une variable
ale´atoire f(t) :
f ′(t) = G(f) +H(f)ζ(t)
ne´cessitent une attention particulie`re en ce qu’ils font apparaˆıtre des termes du type I(f)ζ(t), avec
G une fonction de f (non constante), meˆme lorsque H est constant. La signification que prend ce
terme va de´pendre de la re`gle de discre´tisation de l’e´quation diffe´rentielle [35, 44, 98] inte´gre´e entre t
et t+ dt :
f(t+ dt)− f(t) = dtG(fν) +H(fν)
∫ t+dt
t
dt′ ζ(t′)
ou` G et H sont e´value´ pour fν = νf(t + dt) + (1 − ν)f(t). L’e´quation prend des sens diffe´rents
selon la valeur de ν, en particulier, H(f) et le terme de bruit ne sont pas corre´le´s pour ν = 0 (dite
d’Itoˆ). Les changements de variables non line´aires se font de la meˆme manie`re que pour une e´quation
diffe´rentielle de´terministe si l’on a pris ν = 1/2 (dite de Stratonovitch) dans l’e´quation de de´part. Si
l’on utilise la re`gle d’Itoˆ, on peut prendre plusieurs approches e´quivalente : passer en ν = 1/2, faire
le changement de variable puis repasser en ν = 0, faire le changement de variable dans l’e´quation de
Fokker–Plank ou faire le changement de variable en ν = 0 en appliquant la formule d’Itoˆ [35]. On
choisit l’approche la plus simple selon le cas. Ainsi, l’e´quation de Fokker–Planck pour la pdf P (f, t)
s’e´crit de manie`re ge´ne´rale en fonction de ν :
∂tP = −∂f
((
G+ α2νHH ′
)
P
)
+
1
2
∂2f
(
α2H2P
)
.
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En particulier, changer ν a pour conse´quence d’introduire un terme supple´mentaire, de´pendant de
l’amplitude α du bruit, dans la partie de´terministe de l’e´quation de Langevin. On parle de de´rive
fantoˆme, qui se retrouve quelque soit l’approche suivie pour le changement de variable. On passe
souvent en re`gle ν = 0 dans le re´sultat finial pour simplifier le terme de bruit, et on obtient une
nouvelle e´quation de Langevin avec une de´rive. Le cas du passage Ar, Ai → A, φ est le´ge`rement plus
complexe, mais va se faire dans le meˆme esprit et va faire intervenir le meˆme type de de´rive. On
travaillera avec l’e´quation de Fokker–Planck (provenant d’une e´quation de Langevin ou` H = 1), dans
laquelle aucun proble`me de de´finition ne se pose. On y fera le changement de variable, puis on en
tirera les e´quations de Langevin pour A et φ en re`gle ν = 0 (sans corre´lation entre bruit et variables
A, φ).
E´quations ge´ne´rales pour la dynamique d’un mode
En terme d’e´quation de Fokker–Planck [35, 98], partant de l’e´quation (4.13), on peut e´crire pour
une seule orientation possible :
∂µ
∂t
=
∂
∂Ar
(
µ
∂V
∂Ar
)
+
∂
∂Ai
(
µ
∂V
∂Ai
)
+
α2
2
(
∂2
∂A2r
+
∂2
∂A2r
)
µ ,
avec µ la pdf effective, Ar,i les parties re´elles et imaginaires du parame`tre d’ordre et V le potentiel.
On traite le cas pour une seule orientation ; on peut faire de meˆme pour deux orientations couple´es,
le changement de variable e´tant sans conse´quence sur ce couplage. En posant le module A et la phase
φ on a alors :
∂µ
∂t
=
1
A
∂
∂A
(
Aµ
∂V
∂A
)
+
1
A
∂
∂φ
(
µ
1
A
∂V
∂φ
)
+
α2
2
(
1
A
∂
∂A
(
A
∂µ
∂A
)
+
1
A2
∂2
∂φ2
(µ)
)
.
On e´crit A∂µ/(∂A) = ∂(Aµ)/∂A− µ et on regroupe les de´rive´es premie`res et secondes de µ :
∂µ
∂t
=
1
A
∂
∂A
(
Aµ
(
∂V
∂A
− α
2
2A
))
+
α2
2
∂2
∂A2
(Aµ) +
α2
2A2
∂2µ
∂φ2
.
En multipliant l’ensemble par A et en re´introduisant ρ la pdf du module et de la phase on retrouve :
∂ρ
∂t
=
∂
∂A
(
ρ
∂
∂A
(
V − α
2
2
ln(A)
))
+
α2
2
∂2ρ
∂A2
+
α2
2A2
∂2ρ
∂φ2
.
Le changement de variable non line´aire effectue´ a un effet non trivial sur la dynamique du module,
en introduisant le terme α2/2 ln(A) dans la partie “de´terministe” de l’e´quation de Fokker–Planck, et
permet d’expliciter le terme de de´rive α
2
2A
qu’on attend du changement de variables non line´aire. C’est
ce terme qui interdit au module de visiter le voisinage de 0 dans la dynamique. Il est ne´gligeable si
A est de´veloppe´. On a alors comme e´quation d’e´volution de Langevin :{
∂tφ =
α˜
A
ζ1(t)
∂tA = −∂AV + α22A + ζ2(t)
(4.25)
Dans cette e´quation, ζ1 et ζ2 sont deux bruits blancs gaussien de´corre´le´s.
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Dynamique autour du mode de´veloppe´
On reprend les e´quations (4.25), qu’on e´tudie autour du mode de´veloppe´ de module A =
√
ǫ/g1.
Ainsi, la phase suit une e´quation d’e´volution du type :
τ0∂tφ =
1
〈A〉+ (A− 〈A〉)ζ1 . (4.26)
L’effet de la moyenne de A et celui de ses fluctuations est mis en e´vidence dans le de´nominateur.
Cette e´criture est pratique pour une bande qui ne subit par de changement d’orientation durant un
temps tre`s long (typiquement ǫ suffisamment grand). Le terme ζ1 a une pdf donne´e par :
exp
(∫
dt ζ21 (t)/(2α
2)
)∫
Dζ1 exp
(∫
dt ζ1
2(t)/(2α2)
) .
On note Dζ pour indiquer qu’il s’agit la` d’une inte´grale de type inte´grale de chemin. donnant une
autocorre´lation :
〈ζ1(t)ζ1(t′)〉 = α2δ(t− t′) .
L’approche de moyenne d’ensemble des se´ries temporelles (Eq. (4.5), Eq. (4.6), Eq. (4.30)) est re´alise´
dans cette esprit. L’e´chantillonnage de se´ries temporelles par de´coupage donne un ensemble de fonc-
tions en temps f(t) re´partie selon leur distribution, sur laquelle on inte`gre pour obtenir moyenne et
fluctuations.
On obtient en faisant ce changement de variable pour le module du parame`tre d’ordre
τ0∂tA = ǫ˜A− g1A3 + α
2
2A
+ ζ2 .
On suppose en bonne approximation que le terme de de´rive α
2
2A
est ne´gligeable lorsque A est
de´veloppe´. On peut donc traiter, en bonne approximation, de manie`re simplifie´e les fluctuations de
ces deux variables autour du point d’e´quilibre. On discutera des fluctuations loin de l’e´quilibre dans
la suite. On adimensionne tous les temps par τ0
On commence par le module. On part de l’e´quation d’e´volution de l’e´cart au module moyen
f = A− 〈A〉 approxime´e au premier ordre :
∂tf = −ef + ζ2(t) .
En champ moyen on a e = 2ǫ. Lorsque ǫ est plus important, on sort du de´veloppement de l’e´quation
de Landau. le terme e de´vie de 2ǫ, mais le type d’e´quation reste valable. Le potentiel correspondant
est V = ef 2/2, et la pdf : ρ ∝ exp(−ef 2/α2). Cette pdf redonne comme valeur des fluctuations :
σ2 = α2/(2e) On a alors :
f(t) =
∫ t
0
dt′ exp (−e(t− t′)) ζ2(t′) .
D’ou`
f(t)f(t′) =
∫ t
0
∫ t′
0
dt′′dt′′′ζ2(t′′)ζ2(t′′′) exp (−e (t + t′ − t′′ − t′′′)) .
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En prenant la moyenne d’ensemble :
〈f(t)f(t′)〉 =
∫ t
0
∫ t′
0
dt′′dt′′′α2δ(t′′ − t′′′) exp (−e (t+ t′ − t′′ − t′′′)) .
on a suppose´ ici que t e´tait plus grand que t′. On en de´duit :
〈f(t)f(t′)〉 = α2 exp (−e(t + t′))
∫ t
0
dt′′ exp (−e (−2t′′)) .
Soit :
〈f(t)f(t′)〉 = α
2
2e
exp (−e(t + t′)(exp(2et′)− 1)) ,
On en de´duit, pour t′ et t suffisamment grand devant 0 la fonction d’autocorre´lation de f :
〈f(t)f(t′)〉 = α
2
2e
exp (−e|t− t′|) .
Pour t = t′, on a :
〈f(t)f(t)〉 = α
2
2e
(1− exp(−2et)) , (4.27)
qui permet de tester simplement la convergence de la fonction d’autocorre´lation quand t et t′ sont
grands devant τ0
4ǫ
. En redimensionalisant les temps on a :
〈f(t)f(t′)〉 = α
2
2e
exp
(
− e
τ0
|t− t′|
)
, (4.28)
En prenant t = t′ (grands), et en remplac¸ant e = 2ǫ on retrouve les fluctuations au carre´ (Eq. (4.22)).
On passe maintenant a` la phase. Le “bruit” vu par la phase est de la forme :
b(t) =
αζ1(t)
〈A〉+ f(t) .
On utilise le fait que ζ2 et ζ1 sont de´corre´le´s. La moyenne de b est clairement nulle. On a, en posant
β = α/〈A〉 :
〈b(t)b(t′)〉 = α
2〈ζ1(t)ζ1(t′)〉
〈A〉2
(
1
1 + β
∫ t
0
dt′′e−e(t−t′′)〈ζ2(t′′)〉+ β
∫ t′
−0 dt
′′′e−e(t′−t′′′)〈ζ2(t′′′)〉
+
1
β2
∫ t
0
∫ t′
0
dt′′dt′′′e−e(t+t′−t′′−t′′′)〈ζ2(t′′)ζ2(t′′′)〉
)
,
puis
〈b(t)b(t′)〉 = α
2
〈A〉2
δ(t− t′)
1 + β2
∫ t
0
∫ t′
0
dt′′dt′′′ exp(−e(t + t′ − t′′ − t′′′))δ(t′′ − t′′′)
,
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en prenant (le choix est indife´rent) t′ > t. On a :
〈b(t)b(t′)〉 = α
2
〈A〉2
δ(t− t′)
1 + β2 exp(−e(t + t′)) ∫ t
0
dt′′ exp(2et′′)
,
puis avec t “suffisamment” grand :
〈b(t)b(t′)〉 = α
2
〈A〉2
δ(t− t′)
1 + β2 e
−e(t+t′−2t)
2e
.
Ce qui donne de manie`re ge´ne´rale :
〈b(t)b(t′)〉 = α
2
〈A〉2
δ(t− t′)
1 + β
2e−e|t′−t|
2e
,
soit, si on e´crit l’e´quation d’e´volution de la phase :
∂tφ =
α˜
〈A〉ζ(t) .
On a finalement :
α˜ =
α√
1 + α
2
2〈A〉e
=
α√
1 + σ
2
〈A〉2
.
Et ζ(t) un bruit blanc gaussien de variance 1. Les fluctuations ve´rifient :
〈φ(t)φ(t′)〉 = α˜
2t
〈A〉2 ,
ou en redimensionalisant les temps :
〈φ(t)φ(t′)〉 = α˜
2t
〈A〉2τ0 , (4.29)
De´termination phe´nome´nologique de la fonction d’autocorre´lation du module
On suit la meˆme proce`dure de moyennage d’ensemble qu’au paragraphe § 2.3, a` l’aide d’e´chantillons
de longueur T0. A` partir de f = A− 〈A〉, on de´finit
〈f(t)f(t′)〉 = 1
N
N∑
i=1
((f(t+ (i− 1)T0)− f((i− 1)T0)) (f(t′ + (i− 1)T0)− f((i− 1)T0)) (4.30)
Comme pour la de´termination des moyennes d’ensemble de la phase, cette proce´dure ne´cessite
suffisamment d’e´chantillons pour converger. Ce type de de´termination donne des cartes de 〈f(t)f(t′)〉
en fonction de t et t′ pre´sente´e sur la figure. 4.15 (a) en niveaux de couleurs. Celle-ci sont comme
attendu syme´triques par rapport a` la droite t′ = t. On peut ensuite tracer la fonction d’autocorre´lation
en fonction de |t− t′| en en prenant la valeur sur une droite a` t ou t′ constant (Fig. 4.15 (b)). Cela ne
de´pendant pas des temps t et t′ choisis s’ils sont suffisamment important pour que l’approximation
de la fonction d’autocorre´lation par une exponentielle de´croissante soit valide (Eq. (4.27)).
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Figure 4.15 – Re´sultat de la simulation nume´rique du mode`le de Landau–Langevin pour ǫ = 0.29,
α = 0.002, g1 = 1, g2 = 2 : (a) Logarithme de la fonction d’autocorrelation ln〈f(t)f(t′)〉 dans le plan
t, t′, (b) valeur sur une tranche et estimation de la pente.
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Figure 4.16 – Exemple de fluctuation de la phase pour une simulation du mode`le de Landau–
Langevin, avec comme parame`tres α = 0.002, g1 = 60, g2 = 120, (a) ǫ = 0.29, (b) 0.25 et (c)
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Comparaison entre re´sultats analytiques et re´solution nume´rique du mode`le de Langevin
On veut ve´rifier la qualite´ de la proce´dure de de´termination de moyennes d’ensemble des se´ries
temporelles, en la comparant aux re´sultats analytiques. On simule le mode`le de Langevin pour plu-
sieurs valeurs de ǫ, et on de´termine l’e´volution des fluctuations de la phase. On extrait la pente de
〈φ(t)2〉 et on applique le re´sultat pre´ce´dent (Eq. (4.29)) pour en de´duire α connaissant moyenne et
fluctuations de A. Pour un α = 0.002 dans la simulation nume´rique, on de´termine a` partir de la
pente (Fig. 4.16) 0.00199, et ce, pour chaque valeur de ǫ. Ceci confirme nume´riquement le re´sultat
analytique de l’e´quation 4.29, et permet de valider la me´thode de calcul de moyenne d’ensemble des
se´ries temporelles.
On teste le comportement de la fonction d’autocorre´lation sur le mode`le a` l’aide de la proce´dure
pre´ce´dente. On replace les re´sultats sur la figure 4.15. La fonction d’autocorre´lation croˆıt rapidement
sur la droite t = t′, pre´vue dans le calcul analytique (Eq. (4.27)). La fonction d’autocorre´lation de´croˆıt
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tre`s rapidement lorsque l’on s’e´loigne de la droite t = t′ sur ses niveaux de couleur en fonction de t et
t′ (Fig. 4.15 (a)). On trace la fonction d’autocorre´lation en fonction de |t−t′|, pour t et t′ assez grands,
en line´aire-logarithmique pour la comparer a` l’exponentiel de´croissante issue du mode`le (Eq. (4.28)).
L’accord qualitatif avec la tendance attendue est bon. De manie`re plus quantitative, on peut comparer
l’ordonne´e a` l’origine (−12) et la pente (0.19), obtenus par ajustement, a` ln(α2/4ǫ) = −12.2 et
2ǫ = 0.58, les valeurs attendues dans le mode`le. L’e´cart sur α est de 10%, celui sur ǫ/τ0 de 60%. On
prend garde au fait que ce calcul a` e´te´ fait a` τ0 = 1 et que l’effet de ce parame`tre n’est pas teste´.
Transitoires et effet du parame`tre τ0
La question du transitoire durant la croissance du parame`tre d’ordre est moins simple que dans
le cas le´ge`rement dissyme´trise´ par la rotation de l’e´coulement de Taylor–Couette [73], ou` l’une des
deux orientations est favorise´e, il faut extraire la tendance exponentielle de la compe´tition entre les
deux orientations, complique´e par le bruit. On se penche plus en de´tail sur ce proble`me dans le
chapitre suivant, consacre´ a` la formation de trous dans un milieu turbulent, dans lequel est inclus les
expe´riences de trempe. L’autre proble`me est l’effet du bruit et du caracte`re complexe du parame`tre
d’ordre sur la croissance lorsque celui ci est petit. On peut s’en donner une ide´e via la solution de
l’e´quation (4.25), ou` ζ et les termes de saturation sont oublie´s. On prend garde au fait que cette
solution ne correspond pas au comportement moyen, a` cause du terme en α2/A. On trouve alors :
A(t) = A0 exp
ǫt
τ0
√
(1− α
2
2ǫA20
) +
α2
2ǫA20
exp
(
−2ǫt
τ0
)
(4.31)
La condition initiale, ge´ne´ralement non nulle et cause´e par le bruit est d’ordre A0 ∼ α√ǫ′ . Cette
solution, valide lorsque A n’est pas trop grand, indique que la croissance exponentielle en moyenne
d’ensemble est une bonne approximation passe´ un certain temps.
En pratique, suivre les transitoire permet d’estimer Rt de manie`re classique par le ralentissement
critique et permet aussi une estimation de τ0
4.2.5 Comportement loin de l’e´quilibre
On de´crit maintenant les excursions du module loin des minima du potentiel, par opposition aux
cas pre´ce´dents ou` l’on se concentrait sur les fluctuations autour de l’e´quilibre dans le puis. Dans le cas
a` deux e´tats A±, on s’attend au saut d’un minimum vers l’autre passant par le col. Le proble`me est
aborde´ en terme de temps de premier passage. On peut re´sumer le principe qualitatif de la dynamique
sur la figure 4.17. Sous l’effet du bruit, l’e´tat du syste`me peut simplement fluctuer autour du minimum
et eˆtre rappele´ par le potentiel (chemin 1), que l’on a de´crit pre´ce´demment. Si les fluctuations sont
suffisamment importantes, on peut voir apparaˆıtre des excursions vers le col (chemin 2 et 3). La
courbure du potentiel au col e´tant relativement faible, l’effet du bruit a` ce niveau peut pousser le
syste`me vers l’un ou l’autre minimum, entraˆınant un retour vers le puits initial (chemin 2) ou amener
le syste`me dans le second puis (chemin 3). Partant du col, les deux possibilite´s sont e´quiprobables
du fait de la syme´trie du syste`me. Cette description met en avance les fluctuations du syste`me une
fois arrive´ au col, contrairement a` une image de´terministe ou` le syste`me continue sa trajectoire apre`s
avoir atteint le col.
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Figure 4.17 – Sche´ma de principe de l’e´chappement des puis. Les e´chelles de ǫ et V sont arbitraires
On peut quantifier ce comportement en terme du temps de premier passage d’un puis vers un
autre, dans le meˆme esprit que le traitement des se´ries temporelles (§ 4.1.3). On exprime ce temps
de premier passage a` l’aide des parame`tres du mode`le. On ne prend pas en compte ici les corrections
d’ordre supe´rieur a` o(1) en α : elles sont du meˆme ordre que les corrections que l’on peut apporter
a` l’approximation de type me´thode du col. La gamme de valeurs de ǫ sur laquelle l’approximation
est valable peut eˆtre estime´e de la meˆme manie`re que le crite`re de Ginzburg (Eq. (4.24), pp 115).
L’e´tude hors d’e´quilibre permet de pousser la comparaison entre le mode`le et la phe´nome´nologie de
l’e´coulement de Couette plan. D’un point de vue quantitatif, cela permet de tester l’estimation des
parame`tres α et g2 faite dans l’e´tude a` l’e´quilibre ou` autour de l’e´quilibre.
L’ide´e du calcul du temps de premier passage re´side dans la re´solution de l’e´quation de Fokker–
Planck, avec une pdf condition initiale pique´e dans un puits. Le temps de premier passage peut ensuite
eˆtre calcule´ analytiquement par la me´thode du col, pourvu que la hauteur de col soit suffisamment
haute, ou autrement dit, que le temps de premier passage soit suffisamment grand devant le temps
caracte´ristique de fluctuation dans le puis [98]. On de´taille la re´solution dans l’annexe C. On part de
l’e´quation (C.8). Le potentiel a` deux dimensions est approxime´ par un potentiel a` une dimension selon
la ligne de plus grande pente [78]. Cela donne le cadre dans lequel on applique la me´thode du col.
On ne recherche alors pas simplement la de´rive´e seconde de V mais les valeurs propres du Hessien
correspondant a` la direction propre coline´aire a` la ligne de plus grande pente (selon la direction
instable du col).
On applique alors a` notre syste`me. On ne´glige l’effet du bruit le parame`tre d’ordre complexes
(qui modifie les valeurs de de´part et d’arrive´e, les valeurs de V et V ′′), qui sont a` un ordre en α
√
g/ǫ
infe´rieur a` l’ordre de la me´thode du col (Eq (4.19)). On a : z = (
√
ǫ/g1, 0) et b = (
√
ǫ/(g1 + g2),
√
ǫ/(g1 + g2))
on prend les valeurs propres du Hessien de V selon les directions propres suivies par le processus pour
sortir du puis, V ′′(z) = ǫ(g2/g1 − 1) V (z) = −ǫ2/4g1, V (b) = −ǫ2/(2(g2 + g1)), V (b) − V (z) =
ǫ2(g2/g1 − 1)/(4g1(g2/g1 + 1)) et le hessien H de V en b vaut :
H =
2ǫg1
g2 + g1
(
1 g2/g1
g2/g1 1
)
,
qui a pour valeurs propres (2ǫ, 2ǫ(1− g2/g1)/(g2/g1 + 1)) pour les vecteurs propres (1, 1) (direction
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stable) et (1,−1) (direction instable).
D’ou` on a, en remplac¸ant dans l’expression (C.8) :
τ = τ0
π
√
g2
g1
+ 1
√
2
ǫ
(
g2
g1
− 1
) exp

 ǫ2
(
g2
g1
− 1
)
2α2g1
(
g2
g1
+ 1
)

 . (4.32)
Ainsi, ce temps caracte´ristique, a` l’e´chelle donne´e par τ0 croˆıt exponentiellement avec ǫ
2. On
retrouve le meˆme esprit que dans les loi de cine´tique chimique de type Eyring/Arrhenius, avec un
temps de premier passage croissant comme expE/T , entre autre parce que ces processus sont de´crit
par le meˆme type d’e´quations.
Ecart entre approche asymptotique et re´sultats “exacts” et nume´riques
On teste de plus cette approche vis a` vis de l’inte´gration nume´rique du mode`le de Langevin. On
en donne un exemple sur la figure 4.18 (a). On y retrouve le comportement typique d’excursions et
d’inversions. On traite donc les se´ries temporelles de la meˆme manie`re qu’au paragraphe § 4.1.3. On
retrouve le meˆme comportement Poissonnien des distributions de temps de re´sidence, et surtout, le
meˆme comportement du temps de re´sidence moyen en fonction des seuils s1 et s2. (figure 4.18 (b,c)).
On peut comprendre le comportement du temps de vie moyen en fonction de s2 en terme de temps
de premier passage d’un puits vers une position de plus en plus proche du second puits. On choisit
le second puits et non le col comme “destination” en raison des difficulte´s de de´termination de la
pre´sence du syste`me au col (comparativement au second puis), et surtout a` cause des fluctuation sur
le col. On fait donc a` nouveau l’extrapolation a` s2 = 0 pour de´terminer ce temps de premier passage
d’un puits vers l’autre. Cette approche s’ave`re eˆtre adapte´e en bonne approximation, si on ne´glige
certains effets faibles a` cet ordre, comme l’amplitude du mode domine´ (Eq. (4.20)).
On pre´sente temps moyen de premier passage en fonction de ǫ sur figure 4.19. On retrouve le
comportement qualitatif note´ pour le mode`le unidimensionnel simple et illustre´ par la figure C.1 (b)
(pp. 213). L’expression asymptotique n’est pas valable pour les petites valeurs de ǫ. Il apparaˆıt un
second e´cart pour les grandes valeurs de ǫ due a` la saturation du temps de premier passage mesure´,
due au fait que ce temps devient du meˆme ordre de grandeur que la dure´e des se´ries temporelles.
Finalement, dans l’intervalle de ǫ [0.04 ; 0.1], ou` la comparaison est la meilleur, valeur nume´rique
et expression asymptotique ont un facteur de proportionnalite´ constant, qui correspond a` l’effet de
l’approximation unidimensionnelle, les autres effets sont additifs, et peuvent eˆtre estime´s de manie`re
perturbative.
4.3 Re´sultats des expe´riences nume´riques
La section pre´sente l’e´tude statistique syste´matique de la formation de la bande, par opposition
aux descriptions de la section 1.2.2 ou 4.1 qui pre´sentaient quelques exemples, pour introduire les
me´thodes. Pour chaque comportement traite´, on fera la comparaison qualitative et, autant que pos-
sible, quantitative avec le mode`le. On commence par examiner le comportement en temps du syste`me
autour de l’e´quilibre, en mettant en e´vidence l’effet du bruit. La majorite´ de la suite de l’e´tude cor-
respond a` l’e´tude parame´trique du comportement de la bande, sous l’effet des parame`tres nombre
126 CHAPITRE 4. E´TUDE NUME´RIQUE DE LA BANDE A` GRANDE E´CHELLE
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0
0.5
1
1.5
2 x 10
−3
time
(a)
|A|
2
 
 
mode +
mode −
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
100
200
300
400
500
s1
(b)
τ
0 0.005 0.01 0.015 0.02
0
100
200
300
400
500
600
s2
(c)
τ
Figure 4.18 – (a) : Exemple d’une se´rie temporelle du mode`le de Landau–Langevin. Exemples de
temps de re´sidence, dans une inte`gration nume´rique du mode`le, pour ǫ = 0.075, g1 = 1, g2 = 2,
α = 0.2 en fonction du seuil (b) : s1 (pour plusieurs s2) et (c) : s2 (pour plusieurs s1) .
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Figure 4.19 – Temps de re´sidence (logarithme naturel) en fonction de ǫ pour la formule asymptotique
et extrait de l’inte´gration nume´rique du mode`le (avec me´thode de seuil pre´sente´e dans la section 4.1.3).
Fin des se´ries temporelles a` 10000 unite´s de temps (saturation du temps de vie mesure) dt = 0.01,
g1 = 60, g2 = 120, α = 0.002
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Figure 4.20 – (a) : Taux de croissance en fonction du nombre de Reynolds pour plusieurs longueurs
de feneˆtre. (b) : Temps caracte´ristique τ0 en fonction de la dure´e de la feneˆtre. (c) : Reynolds seuil
Rt en fonction de la dure´e de la feneˆtre.
d’onde et R dans des simulations. Le corps des mesures sera re´alise´ dans la mode´lisation nume´rique
a` bas ordre (Ny = 15), et est comple´te´e par un exemple de statistiques tire´s de DNS (Ny = 27), pour
confirmation de la qualite´ de l’approximation. On traite ensuite les excursions hors de l’e´quilibre, via
l’e´tude syste´matique des fluctuations d’orientation en fonction du nombre de Reynolds. Finalement,
on pre´sente quelques effets de taille, d’une part a` grande taille pour illustrer la limite thermodyna-
mique de la description du motif, d’autre part sur de petits syste`mes pour illustrer la destruction de
la formation du motif en petite taille.
4.3.1 Comportement en temps et fluctuations autour de l’e´quilibre
On examine ici le comportement en temps standard du parame`tre d’ordre complexe. On commence
par traiter syste´matiquement les expe´rience de trempe, avant d’examiner les fluctuations de la phase
et celles de l’amplitude. Les meˆmes proce´dures de traitement que pour le mode`le sont utilise´es. La
bonne comparaison avec le mode`le est mise en e´vidence, en particulier en ce qui concerne l’effet du
bruit.
Croissance quasi-exponentielle
On pratique des expe´riences de trempe : on utilise une condition initiale pre´sentant de la turbulence
uniforme, avec une amplitude de la modulation tre`s faible, a` un R ou` les bandes existent. On voit
apparaˆıtre la modulation et, paralle`lement, croˆıtre le parame`tre d’ordre dans les se´ries temporelles.
On discute en de´tail le comportement du parame`tre d’ordre pour toutes les phases de la trempe dans
la section 5.1.1. On y montre de plus qu’avec suffisamment d’expe´riences nume´riques, en DNS ou
en mode`le re´duit, on peut faire apparaˆıtre la croissance exponentielle dans le faisceau de courbe de
m± (Fig. 5.7 (d), pp. 159 ), pendant le transitoire. On compare au mode`le (Eq. (4.31)) qui peut se
simplifier en A ∝ exp(t/τ), dans la limite ou` t n’est pas trop petit. On peut ainsi en extraire, par
ajustement du faisceau de courbe sur une dure´e T , l’inverse du temps caracte´ristique de croissance
1/τ , et ce, pour toute une gamme de nombre de Reynolds.
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Figure 4.21 – (a) e´volution de la phase et (b) fluctuations de la phase du parame`tre d’ordre pour
la DNS, Lx = 110, Lz = 48, R = 290, Ny = 15
On fait l’expe´rience nume´rique a` Ny = 15, pour une taille accommodant la bande a` tous les R,
Lx×Lz = 128×48, et on extrait 1/τ en fonction de R (Fig. 4.20). On ajuste les se´ries temporelles de
log(m±) sur une dure´e T a` compter de la trempe. On en extrait l’inverse du taux de croissance 1/τ en
fonction de R. On de´termine la fonction 1/τ(R) pour plusieurs dure´e d’ajustement, pour de´terminer
l’effet de ce parame`tre. En effet, si T est trop long, A(t) peut sortir du re´gime ou` la saturation est
ne´glige´e et ou` la croissance est exponentielle. L’inverse du taux de croissance (1/τ)(R) obtenu de´pend
faiblement de la dure´e T , et ce, sur une large gamme de dure´e (200 ≤ T ≤ 600) (Fig. 4.20 (a)). On
trouve un comportement line´aire avec R, que l’on compare alors au comportement attendu dans le
mode`le, a` savoir 1/τ = (Rt−R)/(τ0Rt). On peut trouver τ0 et Rt a` l’aide de l’ordonne´e a` l’origine et
de la pente de la droite 1/τ(R) sur une plage de nombre de Reynolds [R0, 340]. On laisse a priori R0
libre : le comportement faiblement non-line´aire n’est pas forcement valable pour les plus petit nombre
de Reynolds. En pratique, on ne trouve aucun effet de R0, ce qui montre que l’on n’est pas descendu
trop bas en R pour ne plus avoir 1/τ = (Rt−R)/(τ0Rt). On extrait ces parame`tres pour les diffe´rentes
dure´es d’ajustement T (Fig. 4.20 (b,c)). Le temps de cohe´rence τ0 est donne´s en ordre de grandeur,
avec un plateau a` τ0 ≃ 60h/U pour les dure´es d’ajustement interme´diaires. C’est la quantite´ la plus
sensible a` T . Le nombre de Reynolds de disparition des bandes Rt converge rapidement avec T vers
Rt = 355 avec la dure´e de l’e´chantillon ajuste´. Cette valeur de Rt cadre bien avec les constatations
qualitatives faites. L’ordre de grandeur de τ0 est du meˆme ordre de grandeur que la valeur estime´e
par Prigent [73] dans Taylor–Couette de τ0 = 30h/U .
Un des principaux e´carts attendus avec la de´pendance de type (1− R/Rt)/τ0 est la variation de
ǫ avec δkx,z l’e´cart au nombres d’onde optimaux. Cela motive le choix de taille accommodant bien le
motif, d’une part, et avec un λz en milieu de gamme de longueur d’onde [73].
Phase
On utilise la proce´dure introduite dans la premie`re section (§ 4.1.2) et utilise´e dans la seconde
pour analyser les se´ries temporelles du mode`le. On cherche ici a` extraire des donne´es quantitatives
sur l’amplitude du bruit, connaissant le temps caracte´ristique τ0.
On trace un exemple de l’e´volution de la phase en fonction du temps sur la figure 4.21. On choisit
un nombre de Reynolds et une taille qui ne risquent pas d’eˆtre perturbe´s par un changement d’orien-
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Figure 4.22 – Fluctuations d’ensemble du module du parame`tre d’ordre, pour une taille Lx × Lz =
110 × 48 a` R = 290. (a) : autocorre´lation du parame`tre d’ordre en fonction de t et t′. (b) : auto-
corre´lation en fonction de t − t′ en line´aire-line´aire, (c) : autocorre´lation du parame`tre d’ordre en
fonction de t − t′ en logarithme-line´aire. On trouve y = −0.00146x − 10.8. (d) : Fonction d’auto-
corre´lation sur la droite t = t′ en line´aire-line´aire
tation ou une relaminarisation (suffisamment loin de Rt et Rg, taille accommodant parfaitement une
bande), on prend donc Lx × Lz = 110 × 48 et R = 290. L’expe´rience nume´rique est re´alise´e en
mode`le re´duit a` Ny = 15. La se´rie temporelle e´tant suffisamment longue, on voit apparaˆıtre la trace
du mouvement de type marche ale´atoire. On applique la proce´dure de traitement pour extraire le
comportement des fluctuations (figure 4.21). On fait apparaˆıtre la croissance line´aire typique d’une
marche ale´atoire dans la se´rie temporelle. On extrait alors un α en se basant sur le comportement du
mode`le (Eq. (4.29)). on a α/
√
τ0 ≃ 0.0004, en prenant τ0 ≃ 30, on en de´duit α ≃ 10−3. La valeur se
compare bien a` celles par Prigent pour l’e´coulement de Taylor–Couette [73].
Fonction d’autocorre´lation du module du parame`tre d’ordre
La me´thode de calcul des fluctuations du module du parame`tre d’ordre est la meˆme que celle
introduite dans la section 4.2.4 (Eq. (4.30)) : on re´alise un moyennage d’ensemble des se´ries tem-
porelles grace a` un de´coupage. On utilise la meˆme expe´rience que pour les fluctuations de la phase
(Lx × Lz = 110× 48, R = 290, Ny = 15), pour les meˆmes raisons.
On obtient le meˆme type de carte de 〈f(t)f(t′)〉 dans le plan t, t′ (Fig. 4.22 (a)) que pour
l’inte´gration nume´rique du mode`le de Langevin (Fig. 4.15). Comme pour la simulation nume´rique
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du mode`le, la fonction d’autocorre´lation de´croˆıt exponentiellement avec |t− t′| (Fig. 4.22 (b)), pour
des temps t et t′ suffisamment grand (Eq. (4.27)). On extrait le comportement exponentiel de la
de´croissance de la fonction d’autocorre´lation de la meˆme manie`re que pour le mode`le : on conside`re
une ligne a` t ou de manie`re syme´trique, a` t′ fixe´. On examine ensuite la fonction d’autocorre´lation
en line´aire-line´aire ainsi qu’en logarithme-line´aire (Fig. 4.22 (c)). Dans ce dernier cas, on fait bien
apparaˆıtre la de´croissance exponentielle des fluctuations.
De la meˆme manie`re que dans la simulation nume´rique, on compare nos donne´es a` l’expression
analytique (Eq. (4.28)). Ainsi, l’ajustement de 〈f(t)f(t′)〉 en fonction de |t − t′|, pour t et t′ suffi-
samment grands devant τ0/ǫ permet d’estimer τ0 et α. On estime α
2/(4ǫ) ≃ 2.10−5, soit α ≃ 0.004
et 2ǫ/τ0 ≃ 0.0014 a` l’aide des parame`tres de l’ajustement, pour un ǫ ≃ 0.18, si on utilise la valeur
de Rt ≃ 355 estime´e pre´ce´demment. On prend garde au fait que ces valeurs ne se comparent qu’en
approximation aux parame`tres effectifs du mode`le, comme remarque´ lors du traitement du mode`le de
Langevin. On peut faire de meˆme pour l’ajustement de 〈f(t)f(t)〉 (Fig. 4.22 (d)), qu’on compare au
mode`le (Eq. (4.27)). On trouve la tendance attendue. L’ajustement donne par a(1 − exp(−2et/τ0))
donne a = 0.000022, qui correspond a` α2/(4ǫ), qui est consistant avec l’ajustement pre´ce´dent On
trouve 2ǫ/τ0 ≃ 0.0053, qui se compare mal a` 4ǫ/τ0 ≃ 0.0028, l’erreur est de 50%.
4.3.2 Autour de l’e´quilibre : taille de domaine variable
On s’inte´resse au syste`me a` l’e´quilibre. on mesure la de´pendance de M avec le vecteur d’onde ~k
, en simulant le syste`me a` nombre de Reynolds fixe´ et en faisant varier la taille. On va le comparer,
dans le re´gime faiblement non line´aire et peu sensible au bruit a` un comportement tire´ du mode`le de
Landau–Langevin : 〈A±〉2 = (ǫ − ξ2xδk2x − ξ2zδk2z)/g1 (Eq. (4.21)) au premier ordre. Le syste`me de´vie
a priori de ce comportement dans le re´gime fortement non-line´aire, bien qu’il garde les meˆmes traits
qualitatifs. On de´terminera donc a` chaque fois des vecteur d’onde optimaux ~kc et des longueur de
cohe´rence effectives ξx,z
Effet de la longueur d’onde longitudinale
On applique la proce´dure typique de pre´paration de bande (§ 2.3.1) pour plusieurs tailles Lx
allant de Lx = 55 a` Lx = 290 a` R et Lz = 48 fixe´s, pour plusieurs nombres de Reynolds. Pour
chaque taille, on commence par une condition initiale a` R = 315, qu’on laisse e´voluer au moins
5000h/U . Ces champs de vitesse sont ensuite utilise´s comme condition initiale a` R = 290 et R = 330,
pour lesquels on inte`gre les e´quation de Navier–Stokes sur une dure´e suffisamment longue pour que
l’e´chantillonnage soit bon. On va ainsi tester des nombres de Reynolds au de´but, au milieu et a` la fin
de la gamme [Rg;Rt]. E´tant donne´e la longueur d’onde mesure´e expe´rimentale λx = 110, on chercher
a` explorer des syste`mes contenant une ou deux longueurs d’ondes. La taille Lz = 48 est choisie pour
que la bande soit favorise´e sur une large gamme de nombre de Reynolds [73]. Le domaine contient une
seule bande jusqu’a` Lx = 170, taille a` laquelle on a compe´tition entre longueur d’onde et orientation,
et qu’il contient naturellement deux bande au moins jusqu’a` Lx = 290.
Les quantite´s turbulentes E et F ne montrent pas de tendance tre`s nette lorsque la taille change
(Fig. 4.23 (a,b)). Bien qu’il y ait un extreˆma au milieu de la gamme a` kx ∼ 0.55 pour chaque
nombre de Reynolds, sa position est mal de´termine´e, de´pend de la quantite´ conside´re´e, et l’inflexion
des courbes de´pend du nombre de Reynolds. Cela permet cependant une premie`re estimation de
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kcx. Ce qui est un minimum a` bas Reynolds devient un maximum a` haut Reynolds, tandis que ces
quantite´s sont quasiment constante a` R = 315. Ces deux quantite´s augmentent avec R (§ 4.3.3), ce
qui explique que les courbes soient l’une au dessus de l’autre. L’e´nergie turbulente, elle (Fig. 4.23
(c)), a un comportement tre`s re´gulier : elle augmente bien moins fortement avec R, et elle pre´sente
un maximum a` environ 0.055 pour tous les nombres de Reynolds. C’est une trace du fait que dans
la zone turbulente, la norme du champ de vitesse est plus intense. On n’attend cependant pas de
de´pendance sous forme de loi de puissance bien de´finie pour Et(
−→
δk).
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Figure 4.23 – (a) : E, (b) : F et (c) : Et en fonction de kx pour les trois nombres de Reynolds
R = 290, R = 315, R = 330 conside´re´s.
On se tourne alors vers le parame`tre d’ordre M2 pour une information plus claire [77]. On trace
les re´sultats en fonction de kx (Fig. 4.24 (a)). Dans tous les cas, on a un maximum bien de´fini, ne
de´pendant pas du nombre de bandes (une ou deux, pour les plus grandes tailles). On estime kcx le
vecteur d’onde optimal pour chaque nombre de Reynolds a` l’aide d’un ajustement quadratique des
courbes M2(kx), suivant l’approche prise par Prigent [73]. On trouve alors k
c
x = 0.05 pour R = 290,
kcx = 0.058 pour R = 315 et k
c
x = 0.058 pour R = 330, soit λ
c
x = 110 a` haut R et λ
c
x = 125 a` plus
bas R. Cette de´pendance de kcx avec le nombre de Reynolds n’est pas rencontre´e expe´rimentalement
dans l’e´coulement de Couette plan, mais est pre´sente pour l’e´coulement de Taylor Couette, pe´riodique
dans la direction longitudinale. Les valeurs pour kx < k
c
x et kx > k
c
x sont disyme´triques, tout parti-
culie`rement pour R = 290, de manie`re similaire a` la courbe de stabilite´ marginale de la convection de
Rayleigh–Be´nard [19], qui sugge`re que le mode`le d’e´quation d’e´volution (4.10) n’est quantitativement
valide que tre`s pre`s de Rt.
Cette situation est particulie`rement visible lorsqu’on porte M2 en fonction de (kx−kcx)2 (Fig 4.24
(b)) et qu’on examine les trois tendances quasiline´aires en fonction de R. La pente apparente augmente
(en valeur absolue) avec R, indiquant une se´lection plus stricte du nombre d’onde. L’ajustement de
ces courbes par une droite, et la de´termination d’un ξ2x/g1 effectif reste valable pour R = 315 et
R = 330, qui donnent ξ2x/g1 = 2.7 et ξ
2
x/g1 = 3.9. Pour R = 290, l’ajustement line´aire permet
d’estimer une selectivite´ du nombre d’onde (ou une longueur de corre´lation), mais la comparaison
avec le de´veloppement de Landau atteint sa limite. on obtient ξ2x/g1 = 2.2. Ces re´sultats quantitatifs
sont en accord avec le comportement de Et.
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Figure 4.24 – M2, Pour les trois nombres de Reynolds conside´re´s, en fonction de kx (gauche), en
fonction de (kx − kcx)2, avec fit line´aire (droite)
Effet de la longueur d’onde transverse : Lz
On suit la meˆme proce´dure que dans le cas pre´ce´dent : on cre´e les conditions initiales de la meˆme
fac¸on a` R = 315 , utilise´es ensuite pour des simulations a` R = 295. Lx est garde´ constant dans chaque
se´rie d’expe´rience, a` Lx = 128, et a` Lx = 110 (uniquement a` R = 315). Ces tailles sont choisies pre`s
de l’optimum note´ expe´rimentalement [73]. On cherche a` mettre en e´vidence le comportement du
syste`me en fonction de kz pour les deux nombres de Reynolds et a` tester l’effet d’un changement de
kx sur la de´pendance en kz. Pour chaque taille, la condition initiale est pre´pare´e comme de´taille´ dans
la section 2.3.1. On utilise des tailles Lz allant de Lz = 24 a` Lz = 192 pour Lx = 128, R = 315,
de Lz = 24 a` Lz = 84 (une longueur d’onde) et Lz = 108 a` Lz = 156 (deux longueurs d’ondes) a`
Lx = 128, R = 295, et de Lz = 36 a` Lz = 96 a` Lx = 110 et R = 315. On observe de une a` trois
bandes, la limite entre une et deux bandes se situant entre Lz = 84 et Lz = 90, et la limite entre deux
et trois bandes se situant entre Lz = 144 et Lz = 156. On observe une compe´tition intense entre les
deux longueurs d’onde pour Lz = 84 et Lz = 90. On explore quantitativement ce phe´nome`ne dans la
section 4.3.4.
On commence par examiner les donne´es des quantie´s turbulentes a` Lx = 128, R = 315 (Fig. 4.25),
Lx = 128, R = 295 (Fig. 4.30) et Lx = 110 R = 315 (Fig. 4.27). On prend garde au fait que ces
variations, comme celles avec la taille Lx, sont relativement faibles, de l’ordre du pourcent. Les donne´es
sont porte´es avec une couleur diffe´rente pour chaque nombre de bandes. Pour un domaine pre´sentant
une bande, il apparaˆıt deux tendances. La premie`re est pre´sente dans l’e´nergie turbulente (Fig. 4.25
(b), Fig. 4.30 (b), Fig. 4.27 (b)). La seconde est pre´sente dans la fraction turbulente (Fig. 4.25 (c),
Fig. 4.30 (c), Fig. 4.27 (c)) et par extension, dans l’e´nergie moyenne (Fig. 4.25 (a), Fig. 4.30 (a),
Fig. 4.27 (a)). L’e´nergie turbulente Et pre´sente un maximum pour Lz ≃ 40, et un comportement
relativement syme´trique pour Lz & 40 et Lz . 40, indiquant une turbulence plus intense dans la
bande pour des tailles de cet ordre. La fraction turbulente quand a` elle pre´sente une croissance quasi
monotone de Lz = 84 a` Lz = 24, avec une augmentation de pente pour les plus pettes tailles. Cette
impression se retrouve dans les trace´s en fonction du nombre d’onde (Fig. 4.30, Fig. 4.27) a` Lx = 110,
R = 315 et Lx = 128, R = 295. Le comportement de Et est le meˆme que lorsque l’on varie Lx,
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Figure 4.25 – Quantite´s turbulentes, (a) : E, (b) : Et et (c) : F en fonction de kz, Lx = 128 et
R = 315.
indiquant un effet du nombre d’onde et une taille optimale, tandis que celle de la fraction turbulente
semble eˆtre un effet de taille, indiquant que la formation des bandes est moins favorable dans des
domaines plus petits (voir [70] § 4.3.6). Cette tendance est bien moins marque´e a` plus bas nombre
de Reynolds R = 295 (Fig. 4.30 (a,c)). On ne peut pas acce´der a` la tendance aux petits Lz pour
Lx = 110 (Fig. 4.27) et on ne trouve que la de´croissance de ces grandeurs avec Lz (ou la croissance
avec kz) dela` de l’optimum. Cela laisse cependant l’impression qu’on a aussi dans ce cas un optimum
autour de kz ∼ 0.15, e´tant donne´ le plateau de Et.
Les donne´es pour des syste`mes pre´sentant deux et trois bandes, teste´ a` R = 315 et Lx = 128
ne montre qu’une seule tendance pour ces trois grandeurs. On prend cependant garde au fait qu’on
n’observe de manie`re stable deux et trois bandes que pour des longueurs d’onde λz & 48, indiquant
que n bandes a` une longueur d’onde λz & 48 sont plus stables que n + 1 bandes a` une longueur
d’onde λz . 48. les nombres d’onde supe´rieur a` l’optimum sont donc plus difficiles a` observer pour
un domaine contenant plus d’une longueur d’onde a` cause de leur me´tastabilite´.
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0.032
0.034
0.036
0.038
0.04
0.042
0.044
0.046
k
z
M
2
 
 
(a) one band
two bands
three bands
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2 x 10
−3
(k
z
−k
c
)2
M
2
 
 
(b) one band
two bands
three bands
linear fit
Figure 4.26 – Parame`tre d’ordre en fonction du nombre d’onde. (a) : M , pour Lx = 128 et R = 315,
en fonction de kz, (b) M
2 en fonction de (kz − kcz)2, avec fit line´aire
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Figure 4.27 – Quantite´s turbulentes : (a) : E, (b) : Et et (c) : F en fonction de kz, Lx = 110 et
R = 315.
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Figure 4.28 – M , pour Lx = 110 et R = 315, en fonction de kz (gauche), en fonction de (kz − kcz)2,
avec fit line´aire (droite)
On se tourne alors vers M2 pour discuter plus pre´cise´ment de la modulation de la turbulence
dans l’e´coulement et pour inclure nos observations dans le cadre du mode`le de Landau–Langevin.
Dans le meˆme esprit que la section pre´ce´dente, on trace M2 en fonction de kz (Fig. 4.26 (a),Fig. 4.28
(a) et Fig. 4.29 (a)). L’ensemble des donne´es semblent prendre une forme syme´trique autour d’un
maximum, quasi-parabolique. Comme pour l’e´nergie turbulente, pour Lx = 110, on trouve un plateau
de M , mais pas de maximum (Fig. 4.28 (a)), conse´quence probable du fait que les plus petites tailles
sont inaccessibles car trop de´favorable a` la turbulence. Pour R = 295 (Fig. 4.29 (a)) le plus grand
kz, la plus petite taille, est en le´ger de´calage avec le comportement type, bien que la tendance soit
quasi-parabolique pour les autres nombres d’onde. Les donne´es pour deux et trois bandes sembles
relativement cohe´rentes avec celles pour une seule bande. On re´alise donc un ajustement de M2 par
une parabole pour estimer un kcz, qui nous donne k
c
z = 0.16 a` Lx = 128 et R = 315, soit λ
c
z = 39 a`
comparer au minimum expe´rimental a` λcz = 37.5 [73]. On trouve ensuite k
c
z = 0.01511 a` R = 295 et
kcz = 0.158 a` Lx = 110, R = 315, ce qui correspond a` une longueur d’onde optimale de λ
c
z = 43.3. La
valeur du maximum de M de´croˆıt le´ge`rement avec le nombre de Reynolds, comme cela est constate´
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Figure 4.30 – Quantite´s turbulentes a` Lx = 128 et R = 295 en fonction de kz, (a) : e´nergie moyenne,
(b) : e´nergie turbulente, (c) : fraction turbulente.
expe´rimentalement pour l’e´coulement de Taylor–Couette [74] On trace ensuite M2 en fonction de
(kz − kcz)2 (Fig. 4.26 (b),Fig. 4.28 (b) et Fig. 4.29 (b)) . L’ajustement des donne´es par une droite est
bon, et permet d’en de´duire ξ2z/g1 = 0.1 a` R = 315, Lx = 128, ξ
2
z/g1 = 0.103 a` R = 295, Lx = 128
et ξ2z/g1 = 0.148 a` R = 315, Lx = 110. Pour Lx = 110, la se´lection est plus stricte. Cela peut eˆtre
un effet de l’absence de donne´es accessibles a` tre`s grand nombre d’onde, pour lesquels on attend une
de´croissance de M .
4.3.3 Variation de R
Principe
On e´tudie deux tailles de syste`mes diffe´rentes : Lx×Lz = 128×64 et Lx×Lz = 110×32, a` l’aide
des grandeurs turbulentes et du parame`tre d’ordre, dans l’esprit des e´quations mode`les propose´es. Le
premier e´tat pour ces simulations est pre´pare´ a` R = 315 avec la meˆme proce´dure que pour l’e´tude
du syste`me en fonction de la taille. On explore ensuite la gamme de Reynolds entre [Rg, Rt] avec
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un ∆R = 5 avec une approche classique de continuation [49], ou` l’on modifie R apre`s avoir laisse´
e´voluer le syste`me au moins 5000h/U a` chaque nombre de Reynolds. Pour R < 315 (resp. R > 315)
la condition initiale est obtenue a` partir de l’e´tat e´tabli a` R+5 (resp R−5). On suivra plus finement
le syste`me autour de Rt ou` on conside`re en plus R = 333, 336, 337. L’absence d’hyste´re´sis dans la
phe´nome´nologie des bandes permet cette approche.
On commence par une description qualitative de´taille´e du comportement de l’e´coulement lorsque
R est augmente´ jusqu’a` la disparition des bandes. On pre´cise ainsi la description de la section 1.2.2.
La modulation disparaˆıt principalement via la re´duction de la part “laminaire” de l’e´coulement,
illustre´e sur la figure 4.31 montrant le champ de ~v2 dans un plan y = −0.57. Les streaks et vortex
longitudinaux vont prendre une place de plus en plus importante a` mesure que le nombre de Reynolds
est augmente´. L’intensite´ de la turbulence dans les bandes n’est que tre`s le´ge`rement affecte´e par le
changement de R. Son augmentation est lente, similaire a` ce qu’on attendrait de l’e´nergie moyenne
en l’absence de bandes.
(a) (b) (c)
Figure 4.31 – Niveaux de couleur de ~u2 dans le plan y = −0.57 pour (a) : R = 280, (b) : R = 300
et (c) : R = 330, Lx × Lz = 128× 64
A` partir deR = 325, des changements d’orientation du motif sur des dure´es accessibles nume´riquement.
On peut les mettre en e´vidence dans les visualisations du champ de vitesse ainsi qu’en suivant les se´ries
temporelles de m (par exemple a` R = 330, Fig. 4.6 ). Ces changements se font a` une fre´quence de plus
en plus grande a` mesure que R augmente. On de´crit l’exploration quantitative de ces changements
d’orientation en terme de temps de vie dans le paragraphe suivant.
A` partir de R = 335, on voit apparaˆıtre un autre type de changement : de manie`re intermittente
l’e´coulement redevient uniforme´ment turbulent pendant un temps donne´. Cela est visible dans les
se´ries temporelles de e ou f : la fraction turbulente monte a` 1 et l’e´nergie moyenne rejoint l’e´nergie
turbulente durant l’e´pisode (Fig. 4.32 (a,b)), comme attendu pour une situation uniforme´ment tur-
bulente. Ce re´gime semble eˆtre du meˆme type que le re´gime dit intermittent identifie´ par Barkley &
Tuckerman [5]. Cela est aussi visible dans les se´ries temporelles de m : tous les parame`tres d’ordres
tombent autour de 0 (Fig. 4.32 (c)), indiquant l’absence de modulation claire dans l’e´coulement. Cela
a pour conse´quence l’apparition d’un troise`me pic dans les pdf de m (Fig.4.2). On peut e´tendre la
description en terme de temps de re´sidence a` ce troisie`me e´tat. Ces e´ve´nements sont d’autant plus
courants et longs que R est e´leve´, mais encore trop peu pour une quantification aussi claire que
pour les changements d’orientation. Notre autre proble`me re´side dans l’absence de cadre pour de´crire
cet e´tat dans les e´quations mode`les. L’ajout d’un terme dans le mode`le (4.7) pour le prendre en
compte est assez maladroite en ce qu’elle alourdit fortement l’analyse. L’apparition d’un second e´tat
me´tastable pre`s de la transition appelle a` des modifications du potentiel utilise´ dans les e´le´ments de
the´orie. Dans un tel mode`le, cette caracte´ristique va tendre a` rendre la transition a` Rt discontinue
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Figure 4.32 – Se´rie temporelles a` R = 335 centre´es autour d’une re´apparition de la turbulence
uniforme, Lx × Lz = 110 × 32. (a) : Se´rie temporelles de e, et f/10, (b) : et (droite) pour le meˆme
syste`me aux meˆme temps. (c) Se´ries temporelles de m2
Figure 4.33 – Niveaux de couleur de ~v2 a` R = 340, Lx × Lz = 432× 256, l’e´coulement pre´sente des
zones ou` les deux orientations sont possibles ainsi que des zones uniforme´ment turbulentes.
lorsque l’on passe a` la limite “thermodynamique” (i.e a` tre`s grande taille). En pratique on s’attend a`
trouver des zones entie`rement turbulentes entoure´es de zones ou` les bandes sont bien de´finies. D’un
point de vue visualisation, cela revient a` dire qu’il va apparaˆıtre des domaines laminaires oblique,
de manie`re isole´e et e´parse dans l’e´coulement autrement uniforme´ment turbulent (figure 4.33). On
peut tre`s bien avoir germination de ces trous en bande ou de l’e´coulement uniforme´ment turbulent,
en accord avec une image de type transition du premier ordre.
Quantification de l’effet de R
On re´alise une premie`re approche quantitative a` l’aide des quantite´s turbulentes, dans l’esprit des
premie`res e´tudes sur la transition [13]. Comme remarque´ qualitativement sur la norme des champs
de vitesse (Fig. 4.31), la fraction turbulente F (Fig. 4.34 (b)) croˆıt vers 1 avec R, ce qui traduit
l’augmentation de la taille du domaine turbulent. Il y a un changement brutal de pente effective
autour de Rt. Au dela` de Rt, les trous laminaires ont quasiment disparu, la faible augmentation de
F correspond a` l’e´tablissement de la turbulence uniforme. L’e´nergie turbulente, elle (Fig. 4.34 (a)),
croˆıt lentement avec R et ne subit aucun changement qualitatif particulier a` Rt : l’intensite´ de la
turbulence est donne´e a` nombre de Reynolds donne´ qu’il y ait des bandes ou non. L’e´nergie moyenne
contient le me´lange de ces deux informations, e´tant donne´ qu’on a` E ≃ Et×F (Fig. 2.10) : croissance
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monotone pour R < Rt et R > Rt et un changement de pente brutal a` Rt. Ces changement de pente
nous conduisent a` de´finir un Rt effectif autour de R = 345±5. Pour toutes ces grandeurs, la diffe´rence
entre les deux tailles de domaines Lx × Lz = 128 × 64 et 110 × 32 est de l’ordre du pourcent sur F
et que quelques pourcents pour E et Et. Cela est cohe´rent avec les re´sultats des deux sous-sections
pre´ce´dentes.
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Figure 4.34 – Pour les deux tailles conside´re´es (Lx × Lz = 110 × 32, Lx × Lz = 128 × 64) :(a) : E
et Et en fonction de R, (b) : F en fonction de R, (c) : M en fonction de R, (d) : S en fonction de R
On suit l’e´volution de M et des fluctuations S (Eq. (4.4)), qu’on mode´lise par Landau–Langevin,
en fonction de R sur l’ensemble de la gamme [Rg, Rt] (figure 4.34 (c)) et M
2 en fonction de R loin
de Rt, sur une gamme restreinte sur laquelle la comparaison avec le mode`le est valide. Pour les
deux tailles, la tendance ge´ne´rale correspond a` de´croissance de M avec l’augmentation de R. Pre`s
de Rg, on a saturation puis de´croissance de M pour Lx × Lz = 110 × 32, dans le domaine de taille
Lx×Lz = 128×64, M ne de´croˆıt pas pour les plus petits R. Cela traduit la saturation du parame`tre
d’ordre pre`s de Rg ainsi que la de´pendance de la longueur d’onde λz optimale avec R. Ainsi λz = 32
est favorable pre`s de Rt mais assez de´favorable du cote´ de Rg, d’ou` la de´croissance. La longueur d’onde
λz = 64 est plus pre`s de l’optimal pour les plus bas Reynolds. Cependant, les valeurs de M pour
Lx = 110× 32 sont supe´rieures a` celles pour 128× 64 pour les plus grandes valeurs de R, a` nouveau
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un effet des longueurs d’onde optimales, qui de´croissent avec R. Finalement. Dans les deux cas, au
dela du Rt effectif, le parame`tre d’ordre ne tombe pas a` 0, mais prend des valeurs non nulles pour
R grand. Cela est typiquement un effet de taille finie : ainsi, dans une approche transition de phase,
on s’attend a` ce que les valeurs du parame`tre d’ordre dans la phase de´sordonne´e soient d’autant plus
petite que la taille est grande, atteignant la valeur 0 dans la limite thermodynamique (en moyenne
d’ensemble a` taille infinie). On teste cet effet dans la section 4.3.5.
De manie`re qualitative, on suit les variations de S. (figure 4.34 (d)). On s’attend a` une crois-
sance importante (Eq. (4.22)) , meˆme a` taille finie, des fluctuations dans le mode`le non corrige´, qui
suivent le comportement divergeant selon une loi de puissance lorsque ǫ = 1 − R/Rt est suffisam-
ment grand pour que le crite`re que Ginzburg (4.23) soit ve´rifie´ et que le champ moyen soit valide.
Dans la limite thermodynamique, on peut s’attendre a` une divergence selon une loi de puissance non
triviale, phe´nome`ne pre´sent dans les bifurcations bruite´es [84]. Ce comportement peut eˆtre modifie´
si la re´entrance de la turbulence (ou re´gime intermittent [5]) provoque une transition discontinue.
On s’attend ne´anmoins a` une forte augmentation. Les valeurs des fluctuations e´chantillonne´es plus
importantes que celles du mode`le a` ǫ & 0.1 (R . 320) se retrouvent dans les simulations nume´riques
du mode`le de Langevin (Fig. 4.14 (b)).
On quantifie ensuite les variations deM2 pour les deux tailles (figure 4.35). On trouve un compor-
tement affine, similaire au mode`le (4.21), dans une plage de Reynolds. Les deux droites ont la meˆme
pente. Cependant M2 est diffe´rent pour les plus petits nombres de Reynolds, un effet de la taille. La
pente de l’ajustement line´aire est 1/(Rtg1) = 5.3 × 10−5 pour ces deux tailles, ainsi que Rt, valeur
de R pour laquelle l’ajustement croise 0. On dispose de peu de valeurs pre`s de 0, approximation de
champ moyen oblige. On trouve ainsi Rt = 355 dans les deux cas, puis g1 = 55 [77]. Cette valeur de
g1 donne un ξz = 2.3 a` R = 315, ξz = 2.3 a` R = 295 et ξz = 2.8 a` R = 315, Lx = 110. On obtient
aussi ξx = 11 a` R = 290 (valeur effective), ξx = 12.2 a` R = 315 et ξx = 14.6 a` R = 330. Calculer ces
valeurs reste pertinent, e´tant donne´ que l’approche line´aire est en bonne approximation valable aux
nombres de Reynolds e´tudie´s.
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Figure 4.35 – Pour les deux tailles conside´re´es (Lx × Lz = 110 × 32, Lx × Lz = 128 × 64) M2 en
fonction de R autour de Rt
Les valeurs extraites lors du traitement ont e´te´ utilise´e pour le calcul de la moyenne et des fluctua-
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Figure 4.36 – Parame`tre d’ordre et grandeurs turbulente en fonction de R a` re´solution normale
tions correspondantes au mode`le potentiel. Le re´sultat a e´te´ ajoute´ sur la courbe pour comparaison
qualitative (Fig. 4.34 (c), Fig. 4.34 (d)). Il apparaˆıt clairement que, meˆme si on trouve un bon accord
dans le re´gime faiblement non line´aire, l’e´cart est plus conse´quent a` bas R. En prenant g2 de l’ordre
de 120, on parvient a` une bonne description quantitative des fluctuations. Entre autres particularite´s
non prise en compte, on trouve la de´pendance avec le nombre de Reynolds de α(R), ainsi que la
saturation de 〈A〉 dans la limite fortement non line´aire.
Effet de la re´solution
Pour approfondir la question de la qualite´ de l’approximation offerte par la proce´dure a` basse
re´solution, on reprent une partie de l’e´tude pre´ce´dente a` la re´solution Ny = 27, Nx,z/Lx,z = 6, qui
s’est ave´re´e suffisante pour faire une DNS. La taille du syste`me est Lx × Lz = 110 × 32, et on varie
le nombre de Reynolds. La proce´dure est la meˆme que pour Ny = 15, et pour des raisons de couˆt de
calcul, on ne suit pas les fluctuations du syste`me.
On calcule les grandeurs utilise´es dans la section pre´ce´dente : e´nergie moyenne, fraction turbulente,
parame`tre d’ordre, en fonction du nombre de Reynolds. Dans les visualisations des simulations, il
apparaˆıt que seuils [Rg;Rt] sont de´cale´s vers le haut (§ 2.2.2). On peut d’abord faire une comparaison
qualitative avec le meˆme syste`me Lx × Lz = 110 × 32 a` Ny = 15 (Fig. 4.36). On retrouve dans
les deux cas exactement le meˆme type de tendance : un comportement quasi-line´aire pour l’e´nergie
moyenne et la fraction turbulente (Fig. 4.36 (a,b)) et l’enchaˆınement des re´gimes fortement non-
line´aire (R . 340), faiblement non-line´aire et perturbe´ par le bruit (R & 385) pour le parame`tre
d’ordre (Fig. 4.36 (c)). Dans les deux cas, le motif est de´favorise´ par sa taille aux plus faibles nombres
de Reynolds, et on retrouve un comportement quasi-line´aire de M2 en fonction de 1 − R/Rt dans
une gamme de R, on y retrouve donc le comportement faiblement non-line´aire. On peut aller plus
loin et tirer des donne´es quantitatives : un ajustement de M2 donne un g1 effectif g1 = 30, qui se
compare relativement bien au g1 = 55 du cas Ny = 15. Dans le cadre de physique statistique, on voit
que l’on reste dans la meˆme classe d’universalite´, et qu’on ne change que le´ge`rement les grandeurs
non-universelles.
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Figure 4.37 – Temps de re´sidence dans une orientation en fonction du nombre de Reynolds en (a)
line´aire (b) Logarithme de´cimal. Lx × Lz = 110× 32, Ny = 15, Lx × Lz = 110× 32.
4.3.4 Temps de vie extraits des DNS
On de´crit les expe´riences nume´riques en mode`le re´duit a` Ny = 15. Les fluctuations d’orientation
sont visibles a` Lx × Lz = 110 × 32 pour R ≥ 325. On trouve des fluctuations d’orientation et de
longueur d’onde pour les tailles Lx = 128, Lz = 84 et 96, (R = 315) et Lx × Lz = 170 × 48
(R = 315). Le phe´nome`ne devient syste´matique pre`s de Rt, ou lorsque le syste`me passe d’un nombre
de longueur d’onde pre´fe´rentiel a` un autre avec l’augmentation de la taille. Dans tous les cas, on
trouve ce comportement quand le motif est destabilise´ pour des situations qui correspondent a` ǫ˜ petit
dans le mode`le. On fera les mesures de temps de re´sidence moyen par la me´thode pre´sente´e dans la
section 4.1.3 et valide´e contre le mode`le dans la section 4.2.5.
On mesure le temps de re´sidence pour deux longueurs d’onde dans le cas Lx × Lz = 128 × 84
a` R = 315. On pratique de plus une mesure du parame`tre d’ordre conditionne´e. On obtient pour
λz = 84 〈T 〉 = 3800 ± 100 et M = 0.038 ± 0.001 et pour λz = 42, on obtient 〈T 〉 = 8100 ± 200 et
M = 0.033 ± 0.001. La longueur d’onde ayant le parame`tre d’ordre le plus grand n’est pas la plus
stable (profondeur du puits, hauteur du col). Cela` reste tout a` fait permis dans le mode`le, e´tant
donne´ l’ensemble des parame`tre de controˆle sur lesquels on peut jouer. Une description quantitative
de ce cas peut eˆtre de´veloppe´e a` partir du mode`le de la section C.2.
On mesure syste´matiquement le temps de vie de chaque orientation pour la taille du syste`me
Lx × Lz = 110 × 32, pour des nombres de Reynolds allant de R = 325 a` R = 340. On re´sume les
re´sultats sur la figure 4.37. Les se´ries temporelles utilise´es ont une dure´e d’environ 200000h/U , pour
permettre une estimation pre´cise. Pour R ≥ 333, cependant, le temps de vie est particulie`rement
long pour R = 330 et pour R = 325, l’estimation est alors moins pre´cise, meˆme si on tire profit de
la proce´dure pour estimer le temps en re´sidence, base´e sur les excursions, en ayant effectivement peu
de retournements.
Il est difficile de faire une comparaison avec le mode`le de Landau, e´tant donne´ la petitesse de
ǫ = 1−R/Rt. On se situe dans la gamme de ǫ ou` les crite`res de type Ginzburg ne sont pas ve´rifie´s et
ou` les expressions analytiques perturbatives ne repre´sentent pas bien le comportement du syste`me.
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4.3.5 Effets de tailles : Domaines e´largis : parame`tre d’ordre et de´fauts
Motivations
Les expe´riences de Prigent, dans le cas de l’e´coulement Taylor–Couette comme dans le cas de
l’e´coulement de Couette plan font apparaˆıtre des ge´ne´rations spontane´es de de´faut d’orientation dans
le motif pour R s’approchant de Rt (Fig. 1.3 (f), pp. 1.3). C’est l’un des effets du bruit sur la
formation du motif lorsque la taille augmente. On ne s’attend pas a` une cre´ation spontane´e de de´faut
a` mesure que l’on s’approche du seuil dans le mode`le de Ginzburg–Landau de´terministe. Ce type de
comportement est difficile a` calculer dans ce mode`le. Traiter le mode`le de Ginzburg dans une limite
finie est tre`s fastidieux, contrairement a` la limite de taille infinie pour laquelle il est aise´ de de´terminer
des fonctions de corre´lation ou` le comportement des fronts entre deux zones d’orientation diffe´rentes.
Ces effets peuvent eˆtre mis en e´vidence dans les simulations.
Un autre effet typique du bruit a` petite taille est la non-annulation du parame`tre d’ordre a`
R > Rt. Le comportement du motif bruite´ s’oppose ici a` une formation de motif classique. La the´orie
des phe´nome`nes critiques montre que dans un mode`le tel que celui examine´, le parame`tre d’ordre est
effectivement non nul dans la phase non bifurque´e a` taille finie, mais qu’il va venir s’annuler lorsque
l’on passe a` la limite thermodynamique, son amplitude de´croissant avec la taille [104]. On teste ce
comportement a` l’aide des grandeurs statistiques utilise´es ici.
Alongement en ~ex, une, deux, quatre et six longueurs d’onde
On choisit un allongement de taille simple, dans une seule direction. Lz est garde´ constant a` Lz =
48, taille qui accommode bien une longueur d’onde a` tous les nombres de Reynolds. On choisit des
tailles Lx = 110, 220, 440 et 660, dont on attend qu’elles contiennent respectivement une, deux quatre
et six bandes dans le coeur du re´gime de formation de motif [73]. On fait une e´tude parame´trique en
R.
(a) :
(b) :
Figure 4.38 – Niveaux de couleur de ~v2 dans un plan x− z pour Ny = 15 et Lz = 48, R = 310, (a) :
a` Lx = 220 , (b) : a` Lx = 440
On commence par une description qualitative du syste`me. On obtient bien la longueur d’onde
attendue λx = 110. On trouve ainsi deux longueurs d’onde dans le domaine Lx = 220 et quatre
longueurs d’onde dans le domaine Lx = 440, et ce pour tous les nombres de Reynolds. La situation
est diffe´rente dans le syste`me Lx = 660. On observe six longueurs d’onde dans le domaine sur les
dure´es finies conside´re´s (T . 10000), pour R . 330. Cependant a` R = 340, la situation est diffe´rente,
des de´fauts (disparition locale de la modulation, disclinaison) peuvent apparaˆıtre, le syste`me peut
aussi subir une instabilite´ d’Eckhaus et passer a` λx = 94. On illustre ces proprie´te´s sur une expe´rience
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Figure 4.39 – Se´rie temporelle des parame`tres d’ordre pour kz = ±1, kx = 6 et kx = 7, pour
une taille Lx × Lz = 660 × 48, Ny = 15, Les nombres de Reynolds durant la simulation sont :
R = 310→ 330→ 340→ 310→ 340.
nume´rique : on suit le parame`tre d’ordre m2 pour kz = ±1 et kx = 6, kx = 7 (Fig. 4.39) ainsi que
les niveaux de couleur du champ ~v2 dans un plan x− z (Fig. 4.40). On indique les instants auxquels
correspondent les niveaux de couleurs de ~v2 sur l’axe des temps de m2. On commence par tremper
le syste`me de R = 450 a` R = 310. Six longueurs d’onde d’une orientation donne´e (kz = −1)
s’e´tablissent dans le syste`me (Fig. 4.40 (a)) et le parame`tre d’ordre correspondant domine les autres
(Fig. 4.39). Lorsque la bande est e´tablie, on augmente le nombre de Reynolds brutalement a` R = 330.
L’amplitude de m2 correspondant a` kx = 6 de´croˆıt, celle correspondant a` kx = 7 (kz = −1) croˆıt
le´ge`rement. La modulation de la turbulence est moins importante et pre´sente de le´gers de´fauts : le
mode kx = 7 correspond ici a` l’enveloppe de la modulation a` kz = 6. On augmente ensuite le nombre
de Reynolds jusqu’a` R = 340. La situation change qualitativement. Le parame`tre d’ordre a` kx = 6
de´croˆıt d’autant plus, celui a` kx = 7 croˆıt. Des de´fauts s’installent dans le syste`me, le plus frapant
e´tant une cohabitation spatiale de deux orientations diffe´rentes (Fig. 4.40 (b)), qui se traduit par m2
(kx = 6 kz = 1) non ne´gligeable (Fig. 4.39). On peut de´croˆıtre le nombre de Reynolds a` R = 310 et
faire totalement disparaˆıtre les de´fauts (Fig. 4.40 (c)), jusqu’a` ce que tous les parame`tres d’ordre autre
que kx = 6, kz = −1 soient ne´gligeables (Fig. 4.39). On peut alors re´ite´rer l’expe´rience en augmentant
le nombre de Reynolds a` R = 340. L’effet sur m2 est le meˆme. Il apparaˆıt une zone de l’e´coulement
dans laquelle la modulation de la turbulence a quasiment disparu (Fig. 4.40 (d,e)). Cette zone se
maintient sur plusieurs milliers de temps de retournement et n’est pas situe´e au meˆme endroit que
le pre´ce´dent de´faut. Avec le temps, cette zone se transforme en plusieurs bandes de longueur d’onde
plus faibles. Les autres diffusent jusqu’a` ajuster λx = 94, soit sept longueurs d’ondes dans le domaine
(Fig. 4.40 (f)).
Cette dynamique des de´fauts est riche, et se manifeste lorsque R est proche de Rt, soit lorsque
l’e´cart au seuil est faible et que l’amplitude relative du bruit est importante. Cela e´tant dit, on s’attend
trouver des de´fauts dans le motif a` plus bas Reynolds, ils sont cependant bien moins probables et
leur occurrences sont donc beaucoup plus rares.
On passe ensuite a` une e´tude statistique syste´matique. On de´termine le parame`tre d’ordre, la
fraction turbulente, l’e´nergie moyenne, et l’e´nergie turbulente. On le trace en fonction de R pour les
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Figure 4.40 – Niveaux de couleur du champ ~v2 dans le plan y = −0.57, pour Lx × Lz = 660 × 48,
Ny = 15. (a) : R = 310, (b) : R = 340 (de´faut d’orientation), (c) : R = 310 : e´limination d’un de´faut.
(d,e) : R = 340 disparition locale des trous, (f) : R = 340 (passage a` λx = 94). Les valeurs de m
correspondantes sont indique´es sur la figure 4.39
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quatre tailles sur la figure 4.41. Les quantite´s turbulentes F , E, et Et montrent les tendances discute´es
dans la section pre´ce´dente : la fraction turbulente et l’e´nergie moyenne sont proportionnelles et lie´s
par l’e´nergie turbulente. L’e´nergie turbulente (Fig. 4.41 (d)) croˆıt lentement avec R. La fraction
turbulente (Fig. 4.41 (b)) croˆıt line´airement dans la gamme de R dans laquelle le motif existe, puis
converge vers 1 a` R > Rt. L’e´nergie moyenne (Fig. 4.41 (c)) pre´sente deux phases de croissances quasi
line´aire et une rupture de pente a` Rt. Il n’apparaˆıt pas de tendance avec l’augmentation de la taille.
En particulier au dessus de Rt, toutes les courbes de E et F s’effondrent sur une meˆme courbe. On
ne note aucune diffe´rence entre les tailles.
Cela n’est plus le cas pour le parame`tre d’ordre (Fig. 4.41 (a)). Pour toutes les tailles, il suit
la tendance mise en e´vidence dans la section pre´ce´dente : saturation a` bas nombre de Reynolds,
de´croissance en racine de Rt − R puis valeur faible au dessus de Rt. En dessous de Rt, il n’apparaˆıt
pas de tendance claire en fonction de la taille. Au dessus de Rt, on a une hie´rarchie simple des courbes :
l’amplitude de M de´croˆıt avec la taille, il n’y a pas d’effondrement sur une meˆme courbe. Il s’agit la`
de l’effet qualitativement attendu avec l’augmentation de la taille. On l’illustre qualitativement sur
une approche simple.
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Figure 4.41 – Pour des syste`mes de taille Lx×Lz = 110×48, 220×48, 440×48, 660×48 (Ny = 15,
Nz/Lz = 3, Nx/Lx = 1) (a) : Parame`tre d’ordre (b) fraction turbulente, (c) : e´nergie moyenne et
(d) : e´nergie turbulente
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(a) : (b) :
(c) : (d) : (e) :
Figure 4.42 – Niveaux de couleurs de ~v2 dans le plan y = −0.62 pour Lx × Lz = 70× 48 (a) : pour
R = 295 et (b) : R = 315 et pour Lx × Lz = 56 × 48 pour R = 310 (c,d) (e) : R = 350. Re´solution
de Ny = 15, Nx,z/Lx,z = 4.
4.3.6 Effet de la taille sur l’existence des bandes et de la turbulence
On veut mettre en e´vidence les effets de taille sur la possibilite´ de maintenir de la turbulence
de´veloppe´e, voire un motif oblique, dans la limite des plus petites tailles, comple´tant en ceci l’approche
plus visuelle de Philip & Manneville [70]. Plusieurs tailles sont conside´re´es : Lx×Lz = 56×48, 70×48
et 80× 48. On comparera aux re´sultats a` Lx×Lz = 110× 32 et 128× 64 ou` la bande est de´veloppe´e.
Les simulations sont effectue´es a` la re´solution Ny = 15, Nx,z/Lx,z = 4.
Des grandeurs moyennes de´finies et utilise´es pre´ce´demment, la fraction turbulente et le parame`tre
d’ordre sont celles qui mettent le mieux en e´vidence la cohabitation laminaire-turbulente et son
organisation (voir, par exemple, figure 4.25, 4.26, pp. 133). On trace F et M sur la figure 4.43. Ces
quantite´s tombent a` 0 pour des nombres de Reynolds de plus en plus important a` mesure que la taille
est re´duite, de R ≃ 265 lorsque la taille correspond aux longueurs d’onde de la bande, a` R ≃ 280 a`
Lx×Lz = 80×48, R = 290 a` Lx×Lz = 70×48 et R = 305 a` Lx×Lz = 56×48. Ce nombre de Reynolds
converge vers Rt pour les tailles de l’ordre de la minimal flow unit, soit 355 a` Ny = 15 et 415 en
DNS [70]. D’autre part, on observe une baisse du seuil d’apparition des bandes venant de la turbulence
uniforme. Ce comportement apparaˆıt clairement dans les visualisations (Fig 4.42). Pour Lz = 70, la
bande est peu nette. Pour la taille la plus petite, Lx × Lz = 56 × 48, elle disparaissent, pour laisser
place a` du de´sordre spatio-temporel sous forme de cohabitation laminaire-turbulent (Fig. 4.42 (c,d,e)),
la taille, la forme et la position des trous laminaire est tre`s variable. Cela apparaˆıt dans le de´crochage
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Figure 4.43 – (a) : Fraction turbulente en fonction de R pour plusieurs tailles de domaine, (b) :
parame`tre d’ordre en fonction de R pour plusieurs tailles de domaines. Re´solution de Ny = 15,
Nx,z/Lx,z = 4.
de F (Fig. 4.43 (a)). En effet, la fraction turbulente quitte le faisceau de courbes correspondant a`
la turbulence uniforme pour rejoindre celui correspondant aux bandes pour des Reynolds de plus en
plus faible a` mesure que la taille est re´duite. On tire une information similaire du parame`tre d’ordre
(Fig. 4.43 (b)). la modulation dans l’e´coulement se fait dans une zone de plus en plus restreinte en
R (indique´e par la bosse de M(R)), les plus faibles maxima de M(R) indiquent que la modulation
est moins nette et contient des de´fauts (Fig. 4.42 (a)). On peut ainsi identifier la gamme sur laquelle
la coexistence laminaire-turbulent est pre´sente. La gamme d’existence des bandes se re´duit avec la
taille, ainsi, on trouve comme gamme [280; 325] a` Lx×Lz = 80×48 et [290; 305] a` Lx×Lz = 70×48.
Dans l’ensemble, il y a deux effets principaux de la re´duction de la taille, d’une part, la longueur
d’onde trop re´duite dans la direction longitudinale met le motif mal a` l’aise, comme cela a e´te´ remarque´
dans l’e´tude syste´matique (Fig. 4.23). Il n’est pas surprenant alors de voir le “seuil” d’apparition des
bandes re´duits pour Lx = 70, la quantite´ ǫ = 1 − R/Rt − ξ2xδk2x devient tre`s facilement ne´gative
pour de trop grands |δkx|. L’autre effet se fait sentir sur Rg, qui augmente conside´rablement, jusqu’a`
atteindre Rt = 415 (expe´rience et DNS) ou Rt = 355 (a` Ny = 15) pour les plus petites tailles [70].
L’interpre´tation est moins e´vidente, mais il semble qu’en de´favorisant, voire, en cassant les bandes,
on re´duit la capacite´ de l’e´coulement a` maintenir la turbulence en dessous de Rt. Cela vient confirmer
l’impression que l’on avait au chapitre pre´ce´dent que l’organisation en bandes aide a` entretenir la
turbulence.
4.4 Re´sume´ et discussion
Ce chapitre a e´te´ centre´ sur l’e´tude statistique a` grande e´chelle de la formation du motif. En
se basant sur les re´sultats et approches pre´ce´dentes, on a mis en e´vidence toutes les particularite´s
de la phe´nome´nologie, on a pu faire des choix quant aux grandeurs a` mesurer et on a propose´ un
mode`le. En particulier, la modulation quasi-sinuso¨ıdale de l’intensite´ de la turbulence rend pertinente
l’utilisation du cadre de formation de motif et des phe´nome`nes critiques base´s sur un parame`tre
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EXP Rt g1 g2 ξx ξz τ0 α
Ny = 15 345± 5 55 ∼ 120 11→ 14.6 2.3→ 2.8 ∼ 30 ∼ 2.10−3
Ny = 27 410± 5 30 - - - - -
PCF 415 - - - - - -
TCF 1 Ro/2 = −425 Ri/2 = 403 82 106 - 0.9→ 1.2 ∼ 18 3.10−3
TCF 2 Ro/2 = −600 Ri/2 = 428.5 156 296 - 1.4→ 3.2 ∼ 26 3.10−3
Table 4.1 – Comparaison des estimations de coefficients de mode`les de (Ginzburg–)Landau–Langevin
effectif entre les DNS de l’e´coulement de Couette plan, les mode`les re´duits de l’e´coulement de Couette
plan, et les expe´riences de l’e´coulement de Taylor–Couette [73]
d’ordre. L’exploitation du mode`le jusqu’au bout donne du poids aux proce´dures de traitement, motive
les choix de mesures, et guide l’e´tude statistique, en mettant en e´vidence les situations a` explorer.
Le mode`le a` bas ordre obtenu en tronquant la DNS dans la direction normale a` la paroi est l’outil
privile´gie´ pour re´aliser l’e´tude statistique. Les simulations de Barkley & Tuckerman et les expe´riences
de Prigent ont mis en e´vidence la modulation quasi-sinuso¨ıdale de la turbulence, que l’on confirme
dans notre cas. On s’inspire de leurs travaux et on utilise le mode de Fourier fondamental du motif
pour extraire d’une part l’amplitude de la modulation et d’autre part la position relative du motif
dans le syste`me. Le bruit intrinse`que de la turbulence fait apparaˆıtre la ne´cessite´ de moyenner ces
quantite´s. On le fait en de´terminant les pdf du parame`tre d’ordre instantane´. Le bruit intrinse`que fait
aussi apparaˆıtre l’e´volution apparemment ale´atoire de la position du motif, qui peut eˆtre quantifie´
sur les moyennes d’ensemble des se´ries temporelles du motif. Un autre phe´nome`ne inte´ressant est
la fluctuation d’orientation voire de longueur d’onde sous l’effet du bruit. Une proce´dure permet
d’extraire des distributions de temps de re´sidence des se´ries temporelles de parame`tre d’ordre.
Dans une e´tude de formation de motif ou de transition de phase, on peut de´terminer en bonne
approximation le comportement quantitatif du parame`tre d’ordre a` l’aide d’arguments simples de
syme´trie et de la nature de la bifurcation [19, 54]. On proce`de de cette manie`re, en prenant soin
d’ajouter le bruit cause´ par la turbulence locale a` petite e´chelle. Le cadre de travail ne de´coule pas
des premiers principes. En l’e´tat on ne peut pas remonter aux mode`les statistiques ou de´terministes
a` partir des e´quations de Navier–Stokes, en conse´quence les descriptions choisies contiennent une
bonne part d’empirisme. Une exploitation analytique et nume´rique en profondeur du mode`le permet
de mieux comprendre la phe´nome´nologie, de justifier nos proce´dures de mesure et de guider l’e´tude
statistique de la DNS.
La re´duction du syste`me a` un domaine de petite taille aux conditions de bord pe´riodiques conduit
a` passer d’un mode`le de Ginzburg–Landau–Langevin a` un mode`le de Landau–Langevin contenant les
vecteurs d’onde du motif. L’e´criture de l’e´quation de Fokker–Planck correspondante permet d’extraire
la PDF a` l’e´quilibre du module et de comprendre le comportement des PDF tire´es de la simulation
comme e´tant due au caracte`re complexe du parame`tre d’ordre. La PDF peut donner les compor-
tements du parame`tre d’ordre de manie`re analytique dans la limite d’une approximation de champ
moyen. On voit ainsi le comportement de la moyenne et des fluctuations du parame`tre d’ordre en
fonction des parame`tres de controˆle, et on peut quantifier la limite de validite´ de cette approximation
via un crite`re de Ginzburg. On fait apparaˆıtre notamment le maximum de fluctuation autour de Rt
et la valeur non nulle de la moyenne au dessus de Rt, conse´quence du bruit dans un syste`me de petite
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taille.
Le mode`le de Landau–Langevin permet de mettre en e´vidence le comportement autour de l’e´quilibre
de la phase et de l’amplitude du parame`tre d’ordre, sous la forme respectivement d’une marche
ale´atoire et d’un processus d’Ornstein–Ulhenbeck. Il met de plus en e´vidence les subtilite´s de la
croissance exponentielle de l’amplitude. Les simulations nume´riques du mode`le de Landau–Langevin
confirment le fonctionnement de la proce´dure d’extraction de moyenne d’ensemble de se´ries tem-
porelles, le comportement qualitatif contenu dans le mode`le, et valident l’extraction des parame`tre
graˆce a` ce traitement. L’approche en termes d’e´quation de Fokker–Planck permet de comprendre les
fluctuations en terme de temps de premier passage et d’e´chappement d’un puit dans ce mode`le po-
tentiel. On peut mieux comprendre le comportement de la proce´dure de traitement a` l’aide des points
de de´part et d’arrive´e et non via le passage du col. On confirme que ce comportement est typique
d’un tel processus sur un mode`le simplifie´ (dans l’annexe C) et sur des simulations nume´riques du
mode`le. Dans la limite ou` le bruit relatif est faible, on peut de´terminer analytiquement l’expression
du temps de premier passage sous la forme d’une loi de type Arrhenius. La confrontation aux simu-
lations nume´riques du mode`le met en e´vidence la limite de validite´ de l’expression analytique a` fort
bruit relatif, au sens des crite`res de type Ginzburg de´veloppe´s pour l’e´quilibre, ainsi que la limite
de l’approche nume´rique lorsque les temps de premier passage deviennent trop longs par rapport au
temps de simulation.
Finalement, de ce type de mode`le potentiel on peut attendre un certain type de comportement
qualitatif typique des transitions de phase quand on passe a` des grandes tailles et a` une mode´lisation de
type Ginzburg–Landau–Langevin. En particulier, on s’attend a` une apparition spontane´e du de´sordre
spatial en lieu et place des compe´titions d’orientation, de la disparition du parame`tre d’ordre dans la
phase R > Rt ainsi que pour les syste`mes e´chantillonne´s suffisamment longtemps, la divergence des
fluctuations. Dans ces limites on peut passer du motif simple sous bruit a` des comportement de type
phe´nome`ne critique.
Guide´ par les conside´rations issues de l’analyse du mode`le, on a proce´de´ a` l’e´tude de la formation
de la bande et l’effet du bruit turbulent sur son comportement. Les indicateurs classiques de turbu-
lence sont relativement pertinents pour suivre l’effet de l’augmentation du nombre de Reynolds et
l’extension de la zone occupe´e par la turbulence. Cependant, l’information apporte´e par le parame`tre
d’ordre est ici plus de´taille´e. Ainsi on proce`de a` l’e´tude du comportement faiblement non line´aire
en fonction des nombres d’onde et du nombre de Reynolds. On retrouve le comportement attendu
en terme de loi de puissance et on peut en extraire les parame`tres du mode`le de Landau–Langevin
e´quivalent. L’e´tude des transitoires, des fluctuations du parame`tre d’ordre et la mise en e´vidence de
la marche ale´atoire de la phase comple`te l’estimation des parame`tres. On fait une comparaison de
nos re´sultats avec les coefficients estime´s par Prigent [73] dans le cas de Taylor–Couette (Tab. 4.1).
Les comparaisons les plus pertinentes sont a` faire soit avec l’e´coulement de Couette plan (peu de
donne´es), soit avec l’e´coulement de Taylor–Couette contra-rotatif, le plus similaire avec l’e´coulement
de Couette plan. On prend garde au fait qu’il y a un facteur 2 entre les nombres de Reynolds des
e´coulements de Couette plan et Taylor–Couette, a` cause du choix du gap entier et non du demi gap
comme e´chelle caracte´ristique de l’e´coulement de Taylor–Couette. On se permet la comparaison car
les simulations approchant la limite de la DNS montrent que l’on retrouve les meˆme tendance du
parame`tre d’ordre et des grandeurs turbulentes a` re´solution normale et que les phe´nome`nes pre´sente´s
ici ne sont pas des solutions nume´riques ou trop influence´es par le bruit de troncature. Les le´ge`res
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diffe´rences quantitatives ont pour source principale la diffe´rence entre les deux syste`mes et les effets
quantitatifs de la re´duction de l’ordre de la mode´lisation. L’autre limite vient de ce que l’estimation
de coefficients d’e´quations mode`les de Langevin d’un syste`me re´el est toujours approximative dans le
cas d’un mode`le non-line´aire [98] § 8.9.
L’e´tude du comportement des temps de re´sidence montrent que qualitativement, on retrouve des
compe´titions de longueur d’onde et d’orientation quand la stabilite´ du syste`me devient moins impor-
tante. Ainsi les fluctuations de longueur d’onde et d’orientation se manifestent suffisamment pour eˆtre
mesure´es quand on attend une instabilite´ de type Eckhaus dans un syste`me purement de´terministe.
Les fluctuations d’orientation sous l’effet du bruit, elles, se manifestent lorsque R croˆıt vers Rt. Dans
ce re´gime, on peut faire une e´tude parame´trique, qui montre la croissance quasi-exponentielle des
temps de re´sidence dans une orientation avec l’e´cart au seuil. Cependant, la comparaison a` l’ex-
pression analytique issue du mode`le de Landau–Langevin est difficile, les mesures ne pouvant eˆtre
effectue´es que relativement pe`s de Rt ou` l’expression analytique n’est plus valide.
Finalement, l’exploration principalement qualitative de l’effet de taille permet de confirmer l’intui-
tion donne´e par le mode`le. On voit effectivement apparaˆıtre un comportement critique du parame`tre
d’ordre, bien que les temps d’e´chantillonnage ne´cessaires soient trop courts pour suivre l’augmenta-
tion des maxima de fluctuations. L’apparition spontane´e de de´fauts peut eˆtre mise en e´vidence. Dans
la limite des taille plus petites que les longueurs d’onde typique, on peut explorer plus quantitative-
ment, graˆce a` la fraction turbulente et au parame`tre d’ordre, le maintien de la turbulence dans des
domaines de taille grande devant la MFU, mais plus petite que la longueur d’onde du motif. On peut
ainsi tester l’augmentation de Rg lorsque la taille diminue. Il finit par rejoindre Rt dans la limite
de la MFU, confirmant phe´nome´nologiquement l’impression que les bandes obliques maintiennent la
turbulence a` des nombres de Reynolds relativement faibles.
Chapitre 5
Expe´riences de trempe et formation de
trous laminaires
On ce concentre ici sur l’apparition de trous laminaires au milieu de zones turbulentes et sur les
conse´quences a` court et long terme de ces trous sur la cohabitation laminaire-turbulent. On examine
spe´cifiquement deux types de situations, d’une part, des expe´riences de trempes pour lesquelles un
e´coulement uniforme´ment turbulent a` R > Rt voit son nombre de Reynolds baisse´ brutalement en
dessous de Rt, d’autre part des expe´riences a` des nombres de Reynolds proches de Rg, pour lesquelles
les trous se forment “naturellement” dans des bandes apparemment me´tastables (voir [58, 77] pour
les gammes de valeurs selon la re´solution).
On se´pare le chapitre en deux parties. On a premie`rement une approche d’expe´rience nume´rique
(Ny = 15 et Ny = 27) de trempe venant de R > Rt et de DNS suivie pre`s de Rg. On proce`de a`
la comparaison de´taille´e entre ces deux approches. On s’efforce de quantifier l’apparition et le com-
portement de ces trous a` l’aide de quantite´s classiques (fraction turbulente, frottement parie´tal) ou
de´finies pre´ce´demment (e´nergie turbulente, parame`tre d’ordre). Deuxie`mement, on propose des pos-
sibilite´s d’interpre´tation, des e´bauches de mode`les, me´caniques et statistiques, des directions d’e´tude,
pour e´claircir ces formations de trous, du point de vue me´canique. On discute mode`les et expe´riences
nume´riques, en replac¸ant la formation de trous dans le contexte de la transition. Cela diffe`re de l’ap-
proche classique en terme de transitoire turbulent a` l’e´chelle de la MFU (pour le passage turbulent→
laminaire) [31], de l’approche en edge state pour la limite entre les e´tats turbulents [25, 89] et la-
minaires et des perturbations optimales (line´aires [88] ou non line´aires [27, 64]) pour le passage
laminaire→turbulent.
5.1 Suivi
5.1.1 Trempes
On examine deux se´ries d’expe´riences de trempe, la premie`re sous la forme de DNS (Ny = 27),
la seconde a` plus basse re´solution. On adopte un plan the´matique, en se´parant les e´chelles de temps,
d’une part les temps courts qui correspondent a` la formation de trous et d’autre part, les temps longs
qui correspondent a` la re´organisation de ces trous. C’est l’examen des grandeurs typiques qui aide
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a` pre´ciser la notion de temps long ou court, et plus exactement, la hie´rarchie d’e´chelles de temps
auxquelles se passent chaque phe´nome`ne. Cela permet de poser le cadre ge´ne´ral dans lequel se passe
la trempe.
On produit une condition initiale uniforme´ment turbulente a` R = 500 (Ny = 27) et a` R = 450
(Ny = 15) suivant la proce´dure de la section 2.3.1 (pp. 29). Une fois obtenu un e´tat statistique-
ment permanent (contenant les structures classiques), on peut obtenir d’autres conditions initiales
uniformeme´nt turbulentes de´corre´le´es les unes des autres en laissant e´voluer ces e´coulements. Ces
conditions initiales sont trempe´es respectivement a` R ∈ [325; 400]Ny=27 et R ∈ [280; 340]Ny=15. On
examine aussi des nombres de Reynolds supe´rieurs a` Rt pour comparer les transitoires dans les deux
re´gimes R < Rt et R > Rt. La de´termination de la gamme de nombre de Reynolds pertinent a e´te´
faite lors de l’exploration du re´gime des bandes (voir 2.2.2 et 4.3 [58, 77]) . On traite les tailles de
domaine pe´riodique Lx × Lz = 110 × 32 et Lx × Lz = 56 × 48 a` Ny = 27 et 128 × 48, R = 315 a`
Ny = 15. Les grandes tailles maintiennent une bande, tandis que les petites ne permettent pas la
cohabitation sous une forme aussi organise´e [70] (§ 4.3.6). On examine une expe´rience par taille de
domaine, nombre de Reynolds a` Ny = 27, sauf pour R = 370, pour lequel on ge´ne`re des conditions
initiales distinctes a` R = 500. On re´alise 5 conditions initiales distinctes et autant de trempes pour
les deux tailles, le but e´tant de montrer que les tailles de domaine sont suffisamment grandes pour
que les moyennes en espace aient converge´ , et de voir dans quelle mesure et sur quelles e´chelles de
temps le comportement moyen de la trempe de´pend du de´tail de l’organisation de la condition ini-
tiale. De la meˆme manie`re, le cas examine´ a` Ny = 15 comporte 6 conditions initiales distinctes pour
faire autant de trempes diffe´rentes. Cela permet de valider a posteriori le comportement qualitatif
des se´ries temporelles traite´es dans la section 4.3.1.
Lors de ces expe´riences, on suit la fraction turbulente, l’e´nergie moyenne, l’e´nergie turbulente, la
surface occupe´e par les zones interme´diaires (ou le laminaire et le turbulent sont superpose´s [6,80]) et
les parame`tres d’ordre aux temps courts et aux temps longs (voir la re´fe´rence [77] pour des de´finitions).
On pre´sente d’abord les temps court, puis les temps interme´diaires et longs. Ces deux derniers cas
permettent de justifier Le de´coupage a posteriori. Une fois la trempe typique de´crite, on passe a` une
description semi locale.
Le de´roulement des trempes peut eˆtre illustre´ par des vide´os.
Temps court, formation des trous, approche moyenne en espace
On conside`re d’abord le cas des temps courts, a` Ny = 27. On suit conjointement les quantite´s
turbulentes lors de la trempe pour les deux tailles. On pre´sente les re´sultats sur la figure 5.1 pour la
gamme de temps t ∈ [0; 80], concentre´ sur ce qui apparaˆıt comme le premier re´gime. Les e´nergies et la
fraction turbulente de´croissent lors de la trempe, tandis que la taille de la zone interme´diaire croˆıt. La
hie´rarchie des taux de croissance et des valeurs finales atteintes par les grandeurs arrivent en fonction
de R est claire (R croissant indique´ par les fle`ches). L’e´nergie turbulente, l’e´nergie moyenne et la
fraction turbulente sont d’autant moins importante et de´croissant d’autant plus vite que le nombre
de Reynolds est petit, tandis que la taille de la zone interme´diaire est d’autant plus importante et
croˆıt d’autant plus vite que le nombre de Reynolds est important. Il n’y a pas, dans cette gamme
de temps, de distinction entre le comportement en dessous et au dessus de Rt. On fait la distinction
entre la fraction turbulente et la taille des zones interme´diaires d’une part (figure 5.1 (c,d) (g,h)) et
les e´nergies moyennes et turbulentes d’autre part (figure 5.1 (a,b) (e,f)). Pour l’e´nergie turbulente,
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la de´croissance est exponentielle, tandis que la tendance est line´aire pour la fraction turbulente et la
taille de la zone interme´diaire. L’e´nergie moyenne, qui se comporte comme le produit de la fraction
turbulente et de l’e´nergie turbulente, a donc une tendance plutoˆt exponentielle.
On constate qu’il n’y a pas de distinction claire, aux temps courts, entre le comportement dans
la boite Lx × Lz = 110 × 32 dans laquelle les bandes vont finir par se de´velopper et dans la boite
Lx×Lz = 56× 48 dans laquelle elle n’apparaissent pas [70]. On peut mettre cela plus en e´vidence en
comparant les se´ries temporelles des deux tailles sur un meˆme graphique.
On ajoute a` ces donne´es, l’examen du frottement parie´tal pour la taille Lx × Lz = 110 × 32. On
de´finit sx et sz :
sx =
∂vx
∂y
∣∣∣∣
y=±1
et
sz =
∂vz
∂y
∣∣∣∣
y=±1
.
On pose ensuite S±x et S
±
z leurs moyennes en espace sur les deux parois :
S±x =
∫
dxdz (∂yvx) (±1) , S±z =
∫
dxdz (∂yvz) (±1) . (5.1)
En examinant les profils de vx et vz ( [6,80], § 2.3.2,§ 3.1) et de ωy ≃ −∂yvx, le cisaillement sx a le meˆme
signe sur les deux parois, et suit la modulation de l’amplitude de la turbulence. Cependant, a` cause
du changement de signe de la composante vz qui apparaˆıt dans l’e´coulement grande e´chelle d’un cote´
et de l’autre de la bande, une moyenne en espace conduit a` un re´sultat nul. Ce fait va eˆtre confirme´
lors de l’e´tude locale. On ne suit donc que S±x lors de l’e´tude moyenne. On trace le comportement de
S±x au temps court ainsi que celui de la contrainte a` la paroi S
±
x /R respectivement sur la figure 5.2 (a)
et 5.2 (b). On a pour le cisaillement un comportement de de´croissance quasi-exponentielle lors de la
trempe, comme pour l’e´nergie turbulente. On constate le meˆme type de hie´rarchie entre les nombres
de Reynolds. Le meˆme type de comportement se retrouve e´videmment pour la contrainte a` la paroi,
puisque les deux grandeurs ne diffe`rent que d’un facteur multiplicatif.
On re´alise la comparaison des diffe´rentes conditions initiales, pour un nombre de Reynolds d’ar-
rive´e R = 370 (Ny = 27). On le fait aux deux tailles Lx × Lz = 110 × 32 (bande possible) et
Lx × Lz = 56 × 48 (intermittent). On examine pour l’ensemble des grandeurs turbulentes (e, f , et,
ff ) que l’on pre´sente sur la figure 5.3 (le code de couleur ne fait la distinction qu’entre les tailles,
pas entre les expe´riences). On note que pour chaque quantite´, on obtient un faisceau de courbe
concentre´ autour d’une meˆme tendance maˆıtresse. Deux cas de´vient le´ge`rement de la tendance pour
l’e´nergie turbulente dans le cas de la petite taille (a` R = 365). Cette de´viation est atte´nue´e pour
l’e´nergie moyenne. L’organisation tre`s re´gulie`re des courbes vient confirmer la tendance line´aire pour
la fraction turbulente et la taille de la zone interme´diaire et le comportement exponentiel de l’e´nergie.
Cela nous assure de plus que l’on peut e´tudier un nombre de Reynolds particulier pour une taille
particulie`re a` l’aide d’un seul exemple et obtenir un ajustement valable quelque soit l’expe´rience.
On peut suivre les tendances en fonction du nombre de Reynolds a` l’aide de l’ajustement des se´ries
temporelles de la fraction turbulente, de la taille de la zone interme´diaire, de l’e´nergie turbulente et
de l’e´nergie moyenne. On ajuste les fractions par at + b et l’e´nergie turbulente par α exp(−t/τ).
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Figure 5.1 – Se´ries temporelles des quantite´s moyennes a` petite taille (Lx × Lz = 56 × 48, b,d,f,h)
et grande taille (Lx×Lz = 110× 32 a,c,e,g) . E´nergie moyenne, (a) : 110× 32, (b) : 56× 48. Fraction
turbulente, (c) : 110× 32, (d) : 56× 48. E´nergie turbulente, (e) : 110× 32, (f) : 56× 48. Fraction de
front, (g) : 110× 32, (h) : 56× 48.
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Figure 5.2 – Frottement parie´tal aux temps courts : contrainte (a) et cisaillement (b). Lx × Lz =
110× 32, Ny = 27, les trait-plein/pointille´s correspondent aux deux parois.
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Figure 5.3 – Se´ries temporelles pour une trempe de R = 500 a` R = 370, pour petite (Lx × Lz =
56 × 48) et grande taille (Lx × Lz = 110 × 32), pour plusieurs conditions initiales par taille. (a) :
e´nergie, (b) : fraction turbulente, (c) : e´nergie turbulente, (d) : fraction de front. Le code de couleur
ne fait la distinction qu’entre les tailles, pas entre les expe´riences.
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Figure 5.4 – Pente a et τ a` l’origine des se´ries temporelles de (a) : la fraction turbulente, (b) :
l’e´nergie turbulente et (c) : la fraction de front. (d) : e´nergie moyenne
On reporte ensuite les re´sultats, a et τ , en fonction du nombre de Reynolds R pour la fraction
turbulente (Fig. 5.4 (a)), pour l’e´nergie turbulente (Fig. 5.4 (b)), pour la taille de la zone interme´diaire
(Fig. 5.4 (c)) et l’e´nergie moyenne (Fig. 5.4 (d)). Les courbes pre´sentent un e´cart a` R = 365 ; ce point
correspond aux courbes hors des tendances (figure 5.1). En valeur absolue, toutes ces pentes (a, 1/τ)
de´croissent quand R se rapproche de 500 par valeurs croissantes. Cela confirme l’impression qu’on
tire des graphiques (figure 5.1). Les pentes pour l’e´nergie turbulente ou le cisaillement correspondent
directement a` un temps caracte´ristique tandis qu’un facteur correspondant a` la valeur de F apparaˆıt
dans les fractions. Il n’apparaˆıt pas de loi d’e´chelle tre`s claire en fonction de R. Le comportement
des temps caracte´ristique des fraction, 1/a, ne de´pendant pas de la taille. Pour des raisons pour
l’instant encore non explique´es, les tendances des temps caracte´ristiques, τ , de l’e´nergie turbulente
et de l’e´nergie moyenne de´pendent partiellement de la taille. En approximant les courbes de manie`re
affine, la pente apparente de τ(R) ne de´pend pas de la taille, mais l’ordonne´e a` l’origine apparente
en de´pend.
Temps longs, e´tablissement des bandes
On examine maintenant les se´ries temporelles pour l’apparition effective de trous laminaires et de
leur re´organisation.
En suivant les se´ries temporelles des grandeurs turbulentes aux temps long pour les exemples
a` R = 370 (Ny = 27) et l’exemple a` Ny = 15, on peut confirmer qu’il y a de´corre´lation aux
temps interme´diaires, lors du creusement des trous et de la re´organisation en bande. On peut le voir
pour chacune des grandeurs turbulentes (figure 5.5). Ce qui apparaˆıt comme un faisceau de courbe
cohe´rent aux temps courts T . 100 (Fig. 5.3) s’e´largit tre`s nettement. On passe d’un comportement
apparemment de´terministe (faible influence du bruit et des diffe´rences dans les conditions initiales)
a` des fluctuations autour d’une valeur d’e´quilibre pour t & 400, avec un transitoire tre`s bruite´ entre
les deux. On voit apparaˆıtre la diffe´rence entre petite et grande taille. Dans le petit domaine, le
syste`me reste dans le voisinage du re´gime atteint apre`s les temps court. Dans le grand domaine les
quantite´s moyennes subissent un over/undershoot (selon la grandeur) qui correspond a` l’apparition
de vrais trous. On pre´cise la hie´rarchie de temps caracte´ristiques a` l’aide des grandeurs turbulentes,
pour lesquelles se succe`dent ajustement au bon nombre de Reynolds (t ∼ 50), undershoot/overshoot,
t ∼ 100 puis convergence vers le voisinage de la valeur moyenne t ∼ 300. Localement, cela correspond
a` l’ajustement de l’e´coulement a` R puis au de´but de formation des trous. Cela justifie a posteriori le
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Figure 5.5 – Se´ries temporelles pour une trempe de R = 500 a` R = 370, pour petite (Lx × Lz =
56 × 48) et grande taille (Lx × Lz = 110 × 32), pour plusieurs conditions initiales par taille. (a) :
e´nergie, (b) : fraction turbulente, (c) : e´nergie turbulente, (d) : fraction de front.
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Figure 5.6 – Pour des expe´riences de trempe, Lx × Lz = 110 × 32, Reynolds de de´part R = 500 :
(a) Cisaillement a` la paroi, (b) Contrainte a` la paroi, allant du de´but de la trempe jusqu’a` atteindre
le re´gime permanent.
de´coupage choisi dans la section pre´ce´dente.
Cela met en e´vidence le fait qu’aux temps courts un processus de´terministe se produit pour
chaque distribution de vitesse (en espace), ce qui donne les meˆmes courbes. Cependant, les processus
aux temps longs de´pendent de l’organisation en espace de l’e´coulement, car les configurations sont
diffe´rentes dans chaque cas. Le processus est le meˆme a` chaque fois, mais donne des se´ries tempo-
relles de´corre´le´es. (figure 5.5). On retrouve ce type de comportement dans le cisaillement a` la paroi
(figure 5.6). On a une de´croissance quasi-exponentielle, puis un undershoot puis convergence vers le
voisinage de la valeur moyenne au nombre de Reynolds correspondant. Ce comportement aux temps
plus longs est pre´sents dans les autres grandeurs turbulentes [77]. Au dela` de t ∼ 400 le re´giment
permanent est atteint, et on a des fluctuations autour de la moyenne, de´corre´le´es entre expe´riences,
conse´quence du chaos local et des diffe´rentes conditions initiales.
On examine plus en de´tail l’e´tablissement des bandes, pour explorer la suite de la trempe. La
quantite´ qui se distingue dans cette phase est le parame`tre d’ordre. On re´alise la comparaison quali-
tative entre les donne´es a` Ny = 15 traite´es syste´matiquement dans la section 4.3.1, et celles a` Ny = 27.
On utilise pour cela nos se´ries d’expe´riences a` meˆme taille, meˆme nombre de Reynolds mais a` condi-
tion initiale diffe´rente. On examine plus particulie`rement les parame`tres d’ordre. Dans la figure 5.7,
en lin-log, l’orientation qui s’e´tablit finalement correspond a` la ligne continue, le tiret correspond
a` l’orientation ne gagnant pas. Dans tous les cas, les parame`tres d’ordre correspondants aux deux
orientations ont un croissance quasi-exponentielle, puis la saturation et compe´tition entre les deux
se fait sentir, un des deux va alors de´croˆıtre et l’autre atteindre le meˆme re´gime permanent quelque
soit l’expe´rience. Cela se voit particulie`rement dans l’exemple a` Ny = 15 et R = 315, pour lequel les
se´ries temporelles sont relativement longues (Fig. 5.7 (b)). L’e´chelle de temps τ0/ǫ, dans le cadre de
la de´pendance en temps introduite dans la section 4.2.4 (Eq (4.31) pp. 123) se fait sentir au niveau
de la dure´e de la phase de croissance et de saturation. Dans le cas du syste`me a` Ny = 27 et R = 370,
les se´ries temporelles sont plus courtes, mais font ne´anmoins apparaˆıtre la meˆme phe´nome´nologie et
les meˆmes temps caracte´ristiques.
Dans les expe´riences sur l’e´coulement de Taylor Couette, Prigent [73] a pu mettre en e´vidence l’effet
du sens de rotation sur l’orientation de la spirale (pp. 86–87). Dans l’e´coulement de Couette plan, on
s’attend a` ce que les deux orientations soient e´quivalentes ; cela est confirme´ par ces re´sultats, bien
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Figure 5.7 – Un exemple de se´rie temporelle de m2 incluant la pre´paration de la condition initiale a`
R = 450, Ny = 15 (t < 500) puis la trempe t > 500. (b) : e´chelle logarithme de´cimal/line´aire de m
2
+
et m2− en fonction du temps pour 6 simulations diffe´rentes d’un meˆme syste`me, Lx × Lz = 128× 48,
R = 315, Ny = 15. (c) : meˆme approche a` Ny = 27, R = 370 et Lx × Lz = 110× 32 (d) : en log-lin.
que des statistiques plus extensive soient ne´cessaires pour prouver cette affirmation. Prigent extrait
le comportement en loi d’e´chelle du temps de croissance exponentielle du parame`tre d’ordre. Dans
l’e´coulement de Couette plan une telle e´tude est beaucoup moins e´vidente. On ve´rifie pour les deux
re´solutions qu’on peut approximer la pente du faisceau de courbe (figure 5.7 (b,d)). Cela signifie qu’on
ne peut pas se contenter d’une expe´rience par nombre de Reynolds, mais que des statistiques sont
ne´cessaires. La difficulte´ a` faire un ajustement sur un expe´rience vient entre autre de la compe´tition
entre les deux orientations qui rend les se´ries temporelles plus complexes qu’une e´volution du type
croissance exponentielle puis saturation.
Suivi local
On poursuit l’e´tude de la trempe par une approche semi-locale a` R = 370. On se pose la question
suivante : quelle doit eˆtre l’e´nergie et le frottement parie´tal autour d’un streak pour que celui-ci
retombe vers le laminaire, y a t’il des valeurs critiques de ces deux grandeurs en dec¸a` de laquelle
la relaminarisation est assure´e. On veut voir quantitativement, au dela` des visualisations, a` quoi
correspond la retombe´e vers le laminaire. On cherchera a` transposer ce que l’on trouve pour les
trempes a` la formation de trous pre`s de Rg. On profite de la connaissance qu’on a du comportement
et des e´chelles de temps moyen pour aborder le local : on connaˆıt la dure´e sur laquelle le trou se forme.
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Figure 5.8 – Examen local de la trempe R = 500→ R = 370, Lx×Lz = 110× 32, Ny = 27. Nuages
de points : moyenne locale du cisaillement a` la parois (direction ~ex (a) et ~ez (b)) et de l’e´nergie (c).
Pente (d) et dispersion (e) de chaque nuage.
Elle correspond a` la dure´e sur laquell le trou est approximativement corre´le´ a` la condition initiale
turbulente. On suit l’e´nergie ainsi que le frottement parie´tal. Avec ces deux grandeurs on teste a` la fois
l’amplitude mais aussi la raideur des profils de vitesse. On proce`de a` un moyennage spatial dans de
petits domaines. On choisit une surface de paroi de taille lx× lz pour moyenner le frottement parie´tal
en ±1. On choisit des boites de taille lx × 1× lz (soit y < 0 soit y > 0) pour moyenner l’e´nergie. On
cherche a` capter le comportement semi local de l’e´coulement, c’est a` dire a` l’e´chelle du streak. En
effet, les visualisations du champ de vitesse montrent que les relaminarisations se font par portions
de streaks. On se´pare entre y > 0 et y < 0 a` cause de la localisation (en bonne approximation) des
streaks dans l’une des deux demi-e´paisseurs [70,77,80]. On re´alise donc des diagrames f(t) en fonction
de f(0), f(0) correspondant a` la condition initiale a` R = 500. On le fait pour t relativement petit
t . 250, de manie`re a` explorer les temps courts. Ce type de suivi donne des nuages de points autour
d’une tendance.
On donne un exemple a` t = 50 pour lx = 6 et lz = 4. Cette taille de cellule de moyennage est
le´ge`rement plus importante que celle choisie pour la discrimination laminaire turbulente [77]. En effet,
le comportement que l’on cherche a` capter se fait sur une e´chelle un peu plus large. Cela e´tant, il
n’y a pas de diffe´rence notable de comportement lorsqu’on varie lx lz dans des gammes raisonnables
1 . lx, lz . 10. On obtient des nuages de points pour la composante ~ex frottement parie´tal (figure 5.8
(a)), sa composante ~ez (figure 5.8 (b)) ainsi que pour l’e´nergie (figure 5.8 (c)). Ils s’e´tendent autour
d’une droite passant par l’origine. Seul sz s’e´tend des deux cote´s de 0, de manie`re syme´trique. En
effet, cette quantite´ contient l’information contenue dans les vortex longitudinaux et peut changer de
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signe sur une meˆme paroi. Il y a une certaine dispersion, qui ne semble pas de´pendre de la condition
initiale. Qualitativement, il apparaˆıt un seul re´gime quelles que soient les valeurs initiales de l’e´nergie
ou du frottement parie´tal : les valeurs a` t subissent une multiplication par z(t) < 1 par rapport aux
valeurs a` ze´ro. A` cela s’ajoute la dispersion due au chaos local : des meˆmes valeurs de sx ou e peuvent
correspondre a` des situations le´ge`rement diffe´rentes. On peut calculer la pente de la droite par les
moindres carre´s de : ∑
i
(fi(t)− afi(0))2 ,
soit :
a =
∑
i fi(t)fi(0)∑
i fi(0)
2
et la dispersion par l’e´cart relatif a` la droite :∑
(fi(t)− afi(0))2
1
2
∑
i fi(0)
2 + fi(t)2
.
On suit la pente et la dispersion en fonction du temps (Fig. 5.8 (d,e)). La pente suit d’abord un
re´gime quasi exponentiel, avant de converger autour d’une valeur limite. La dispersion relative a un
transitoire exponentiel relativement court en comparaison, avant elle aussi de converger autour d’une
valeur limite. On remarque que la dispersion relative de sz est clairement plus grande que celle de sx et
de l’e´nergie. Le comportement exponentiel des pentes renvoie a` celui des moyennes : aux temps courts,
e´nergie et cisaillement de´croissent exponentiellement avec le meˆme taux avant la re´organisation des
bandes. On voit donc qu’on n’a pas de se´paration nette entre une gamme de valeurs qui relaminarise
totalement et une autre qui de´croˆıt vers le voisinage d’un comportement limite correspondant a`
R = 370. On capte principalement l’ajustement global (au sens de toutes les conditions initiales) a` un
nombre de Reynolds plus faible. Le transitoire de la dispersion correspond a` une certaine de´corre´lation
des valeurs. Pour des temps t trop longs, on s’attend a` ce que la re´organisation a` grande e´chelle et
l’apparition d’un e´coulement moyen aient trop fait de´vier l’e´coulement de ce qu’il e´tait a` l’origine,
rendant les comparaisons a` la situation a` t = 0 non-pertinente.
5.1.2 Pre`s de la disparition des bandes
On suit dans cette section des expe´riences nume´riques a` nombre de Reynolds constant. Comme
dans la section pre´ce´dente, on suit deux se´ries d’expe´riences, les unes a` Ny = 27, les autres a` Ny = 15.
On s’inte´resse particulie`rement aux excursions conjointes du parame`tre d’ordre et de la fraction
turbulente, c’est a` dire aux situations ou` apre`s l’apparition d’un ou plusieurs trous, la bande, au lieu
de s’e´tendre, repousse, e´ventuellement avec une autre orientation.
On de´crit d’abord quelques exemples de´taille´s. On passe propose ensuite a` une approche statis-
tique. Finalement, on explore le lien entre ces formations de trous et changement d’orientation et le
re´gime de bandes fragmente´es. Dans toute l’approche, on prend gare aux excursions de la fraction tur-
bulente, correspondant a` des trous qui ne se referment pas, et donc conduisent a` une relaminarisation
totale.
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.9 – Syste`me de taille Lx × Lz = 110 × 72, R = 317. Norme de l’e´cart a` l’e´coulement
laminaire ~v2 dans le plan y = −0.61 a` quatre dates donne´es. (a) : T = 3220, (b) : T = 3320, (c) :
T = 3450. (a) : T = 3800
Identification
On pre´sente d’abord un exemple qualitatif d’excursion, de formation de trou, et de velle´ite´s de
retournement de la part du syste`me. On se place pour cela a` R proche de Rg en DNS a` Ny = 27. On
choisit un syste`me de taille raisonnable pour contenir une bande relativement stable, a` Lx × Lz =
110 × 72 (Fig. 5.9 (a)). On inte`gre en temps une condition initiale contenant une bande, et un
e´ve`nement particulier est mis en e´vidence. Dans le cas choisi dans cette sous section, on augmente
la probabilite´ de voir apparaˆıtre un trou en temps fini en baissant R a` 317, un peu en dessous de
Rg. Au court de l’abaissement (R = 330 → R = 325 → R = 320 → R = 317 → R = 310), on
a pris une seconde trajectoire a` R = 315 a` partir d’une condition initiale a` R = 317, dans un but
de comparaison. Sur une dure´e relativement courte t ≃ 500 a` 1000, ces deux syste`mes ont eu une
e´volution relativement similaire. La seconde trajectoire est pre´pare´e en baissant lentement le nombre
de Reynolds du syste`me (figure 5.9 (c,d))
On peut suivre une “bande dessine´e” du comportement du syste`me a` R = 315 sur la figure 5.9. A`
T = 3220 on a en apparence une bande parfaitement bien forme´e (Fig. 5.9 (a)) qui correspond aux
descriptions qu’on en fait habituellement. En laissant e´voluer le syste`me on voit se former deux trous
a` deux endroits de la bande, dans l’exemple a` T = 3320 (Fig. 5.9 (b)). Ils prennent toute la longueur
(direction ~ex) de la bande et ont une largeur lz ∼ 10. Ils sont se´pare´s d’une distance lz ∼ 25. Ces trous
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Figure 5.10 – Se´rie temporelle du parame`tre d’ordre (a) et des grandeurs turbulentes (b) centre´es
autour des e´venements de´crits dans la figure 5.9. (c) se´rie temporelle pour le suivi long du syste`me.
(d) Se´rie temporelle des e´nergie dans le suivi long du syste`me
peuvent apparaˆıtre a` des endroits apparemment ale´atoirement place´s dans la bande. Ces deux trous
vont s’e´tendre et se de´velopper, tandis que le germe quasi-isole´ va croˆıtre dans l’orientation oppose´e a`
la bande actuelle, comme on peut le voir a` T = 3450 (Fig. 5.9 (c)). En croissant plus vite que l’autre
bande ne se re´tracte, le germe atteint le reste de la turbulence et finit par se re´organiser en une bande
de l’orientation initiale vers T = 3800 (Fig. 5.9 (d)). Ce morceau de bande est, en l’e´tat, encore mal
reconnecte´ avec le reste.
On peut mettre en e´vidence les signes de ce comportement dans les se´ries temporelles des pa-
rame`tres d’ordre (Fig. 5.10 (a)) et des grandeurs turbulentes (Fig. 5.10 (b)), centre´e autour des
instantane´s montre´s dans la figure 5.9. Avec l’e´volution en temps, au dela` de T & 3300, on voit
apparaˆıtre une excursion d’un des parame`tres d’ordre vers des valeurs plus faibles tandis que l’autre
parame`tre d’ordre croˆıt. Cela se produit au moment ou` la bande se rompt et un germe de l’autre
orientation apparaˆıt. Le parame`tre d’ordre de la seconde orientation revient ensuite vers le voisinage
de la valeur moyenne basse (T & 3650). cela correspond a` la reformation de la bande. Au meˆme
moment, on voit que la formation du trou correspond a` une excursion vers de plus faibles valeurs
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de la fraction turbulente et de l’e´nergie moyenne. Les deux excursions basses de F a` T ≃ 3350 et
T ≃ 3750 correspondent au de´but et a` la fin de cet e´pisode d’orientation diffe´rente et aux formations
de trous correspondantes.
On peut examiner le comportement du syste`me au dela` de la feneˆtre suivie. On poursuit les
deux expe´riences similaires (R = 315 et R = 317), en suivant les quantite´s turbulentes (fraction
turbulente, e´nergie moyenne, e´nergie turbulente). On trace les se´ries temporelles sur la figure 5.10
(c,d). Les pre´mices de R = 330 a` R = 320 correspondent a` T < 2350, et ne pre´sentent pas d’e´venement
particuliers. Chacune des grandeurs de´croˆıt avec la de´croissance de R. Le passage a` R = 317 se fait
a` T = 2350 et le de´part de la nouvelle trajectoire a` R = 315 a` T = 3000. La de´viation entre les
deux se´ries temporelles est assez lente, elle se de´roule sur environ 1000h/U . De plus, meˆme s’il y a
de´viation quantitative, le comportement qualitatif des deux syste`mes est extreˆmement similaire. Ansi
l’e´ve`nement de trou/retournement se produit pour les deux nombres de Reynolds. Les gammes de
temps sur lesquelles les trous se produisent sont relativement longues, de l’ordre de 100 a` 200 temps
de retournement. De la meˆme manie`re, la simulation a` R = 317 prolonge´e a` R = 310 relaminarise au
meˆme moment que celle reste´e a` R = 315.
Cette comparaison entre suivi local et suivi dans les grandeurs moyenne montre que l’on peut
identifier les e´ve´nements de trous/retournements a` l’aide des se´ries temporelles de f et m±, sans
avoir a` passer par les visualisations. Cela re´affirme l’inte´reˆt de ces grandeurs moyennes.
Suivi local
On utilise les approches de la section pre´ce´dente § 5.1.1 pour chercher a` de´terminer si la bande
dont on disposait pre´sentait des signes avants coureurs de la formation de ces trous.
Dans l’ensemble, il apparaˆıt un lent de´clin des zones qui vont relaminariser. Il s’e´tale sur plusieurs
centaines de temps de retournement
Comportement des se´ries temporelles
On sait faire le lien entre la formation de trous visibles dans les visualisations et les possibilite´s de
retournement de l’orientation, avec le comportement de la fraction turbulente et du parame`tre d’ordre.
On suit donc une de´marche d’e´chantillonnage pour identifier les excursions de ces deux grandeurs et
en particuliers, les cas ou` elles sont corre´le´es. Pour cela, on suit un syste`me de taille 110 × 32 pour
les deux re´solutions Ny = 15 et Ny = 27 dans deux gammes de nombres de Reynolds proches des Rg
respectifs. Les retournements peuvent eˆtre facilite´s par cette situation. A nouveau, cette taille sert a`
provoquer un peu le phe´nome`ne, pour le rendre plus facile a` observer et pouvoir ainsi de´terminer ses
caracte´ristiques. On pourra reprendre cette approche dans une situation non biaise´e.
On va voir que dans cette situation, les excursions de parame`tre d’ordre et les retournements
sont relativement courants. Pour des retournements du type mis en e´vidence dans la section 4.3.4,
l’amplitude du bruit et la stabilite´ de la bande laisse attendre des temps de re´sidence tre`s long & 105.
La taille du syste`me choisie, Lz = 32 est relativement e´troite. La bande est moins a` l’aise a` ces
nombres de Reynolds, mais pas autant qu’elle ne l’est aux grands nombres de Reynolds pour lesquels
les retournements sont tre`s courants [77, 78].
On choisit trois exemples de nombres de Reynolds a` Ny = 15, R = 275, R = 280 et R = 295
(Fig. 5.11) ainsi que quatre exemples de nombres de Reynolds a` Ny = 27, R = 325, R = 330,
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Figure 5.11 – Exemples de se´rie temporelles dans le mode`le re´duit (Ny = 15), pour lesquelles on
observe des excursions et des retournements. (a,c,e) : parame`tre d’ordre, (b,d,f) : fraction turbulente,
(a,b) : R = 275, (c,d) : R = 280, (e,f) : R = 295
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R = 335 et R = 340 (Fig. 5.12). Ils correspondent a` la meˆme part de la gamme [Rg;Rt]Ny , de´termine´e
pre´ce´demment [58]. On suit les grandeurs moyennes classiques et on pre´sente les re´sultats sur la
figure 5.11 pour Ny = 15 et la figure 5.12 pour Ny = 27.
On examine conjointement les se´ries temporelles. En ce qui concerne le parame`tre d’ordre, les
se´ries temporelles de m2 montrent pour les deux re´solutions des excursions et des retournements
relativement fre´quents. Les temps de re´sidence dans une orientation sont de l’ordre de quelque milliers
de temps de retournement. Dans le cas de Ny = 27, on peut mettre en e´vidence des retournements
ou excursions de m2 qui correspondent a` des excursions vers le bas de la fraction turbulente. A` part a`
R = 340, les retournements semblent eˆtre corre´le´s aux formations de trous. On retrouve des exemples
a` Ny = 15, R = 275 (T ∼ 5500, T ∼ 10000, T ∼ 17500) et R = 280 (T ∼ 8500) et a` Ny = 27,
R = 330 (T ∼ 5500) et R = 335 (T ∼ 550). A` R = 325 et R = 330 le syste`me finit par relaminariser.
La possibilite´ de relaminarisation impose de reprendre une simulation diffe´rente, l’approche ne peut
pas eˆtre aussi syste´matique que dans le cas des fluctuations d’orientation pour R . Rt. Aux nombres
de Reynolds plus importants (R = 295 et R = 340), les excursions de m± se font sans excurions de
f .
Il est inte´ressant de voir que cette phe´nome´nologie, comme le reste de ce qui a e´te´ identifie´ pour
les bandes n’est pas alte´re´ par l’approche de re´duction de re´solution. On peut donc prendre avantage
de cette dernie`re pour faire des statistiques quantitatives.
Changements d’orientation et re´gime de bandes fragmente´es
On le voit dans les expe´riences de Prigent dans Taylor–Couette et Couette plan [73]. On attend
donc des coexistences des deux orientations en temps et en espace dans les simulations, mais avec une
phe´nome´nologie diffe´rente des cas a` R . Rt (§ 4.3.5, pp. 142) : les domaines d’orientation diffe´rente
sont ici se´pare´s par des trous laminaires.
5.2 Mode`les et discussion
Les mode`les qu’on e´bauche ici servent a` mieux comprendre le phe´nome`ne et a` le placer dans un
cadre plus ge´ne´ral. Il paraˆıt illusoire a` ce niveau d’obtenir une description globale et quantitative
de l’ensemble des processus pre´sents dans la formation des bandes et la transition. On propose et
e´bauche donc des mode`les locaux et/ou simplifie´s, de´rive´s clairement de Navier–Stokes. On ouvre
autant de questions et de possibilite´s qu’on en re`gle. On s’inspire de mode`les et descriptions propose´s
pour de´crire l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite. On suit deux approches distinctes. Une
premie`re approche plutoˆt me´canique, locale et moyenne´e cherche a` de´crire pourquoi tel ou tel type
de configuration va subir plus fortement la dissipation visqueuse et relaminariser. La seconde est
statistique et globale, et discute, comment a` partir d’une condition initiale donne´e, prise comme une
distribution, une partie de l’e´coulement va e´voluer vers des trous.
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Figure 5.12 – Se´rie temporelles des DNS (Ny = 27, pour lesquelles on observe des excursions et des
retournements). (a) : parame`tre d’ordre, (b) : fraction turbulente, (c) : e´nergie moyenne, (d) : e´nergie
turbulente, (e) : surface de la zone interme´diaire.
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5.2.1 Approche me´canique
E´quations de bilan
Il est a priori intuitif que les transitoires soient d’autant plus rapides que le nombre de Reynolds est
petit, en effet, la viscosite´ joue un roˆle particulie`rement important dans ce re´gime, via la dissipation.
Celle ci est d’autant plus importante que le nombre de Reynolds est petit. De manie`re ge´ne´rale, on
sait qu’un certain nombre de quantite´s (e´nergie cine´tique, cisaillement) ve´rifie des bilans globaux a`
l’e´chelle de l’e´coulement tout entier. On a des e´quation d’e´volution du type :
df
dt
= g +
1
R
h .
Le terme g est un terme de production lie´ a` l’advection, le terme h est un terme provenant de
la contrainte visqueuse et pouvant jouer le roˆle de production ou de dissipation de la grandeur.
A l’e´quilibre, on a compensation en moyene des termes g et h. Ainsi, de manie`re explicite, pour
E = 1/2
∫
dV ~v2 et S±x =
∫
dS(∂yvx)(y = ±1), on a les relations :
∂tE = −
∫
dxdydzvxvy − 1
R
∫
dxdydz(∂jvi)(∂jvi) (5.2)
∂tS
±
x = −
∫
dxdz
(
∂2y(vxvy)
)
(±1) + 1
R
∫
dxdz
(
∂3yvx
)
(±1) (5.3)
On retrouve les termes de production et de dissipation. Les termes de production, a` cause de
l’anisotropie de l’e´coulement de´pendent de la contrainte de Reynolds vxvy, qu’on peut relier loca-
lement au lift-up. Le terme visqueux, qui joue un roˆle de dissipation pour l’e´nergie a lui aussi une
expression claire. On comprend que lors d’une trempe, le nombre de Reynolds est brutalement change´.
L’e´quilibre approximatif (au sens thermodynamique) entre advection et dissipation est brise´ et on a
un transitoire vers un nouvel e´quilibre, domine´ au temps courts (de´finis ci-dessus) par le terme en
1/R. Le terme de production va lui aussi e´voluer (sur une e´chelle de temps plus longue), de manie`re
moins explicite (car faisant intervenir le de´tail local de l’e´coulement). Les deux vont se re´ajuster
sur la fin du transitoire pour atteindre le voisinage d’un nouvel e´quilibre correspondant au nouveau
nombre de Reynolds. Il s’agit bien suˆr d’un e´quilibre en terme de quantite´s moyennes (e´nergie, fraction
turbulente, cisaillement, etc.) qui ne pre´juge pas de l’absence d’e´quilibre de la bande.
On peut comprendre tre`s qualitativement le comportement de l’e´nergie a` l’aide de quelque ap-
proximations. On a d’abord exactement, d’apre`s Parseval :
E =
∑
kx,kz,ny
∑
i
|vˆikx,kz,ny |2 ,
∫
dxdydz (∂jvi)(∂jvi) =
∑
i
(
∑
kx,kz
∫
dy (k2x + k
2
z + ∂
2
y)|vˆikx,kz(y)|2)
On fait ensuite un certain nombre d’approximation (fortes ou faibles) dans l’e´quation d’e´volution
de l’e´nergie :
– Le de´but de la dynamique est uniquement duˆ au terme visqueux (forte)
– On suppose que E est principalement domine´ par vx
– On suppose que le spectre est tre`s pique´ autour du mode principal (en kx, kz) des streaks (faible),
qui reste en bonne approximation le meˆmec lors de la trempe (plus forte)
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– on exprime la de´pendance en y dans le terme visqueux de manie`re modale : on re´duit la
de´pendance en y a` quelque modes, et on suppose que l’effet de ∂2y peut se re´sumer a` la multi-
plication par une constante k2y (forte)
.
On a alors E ∼ |vˆx|2 et
∂tE ≃ −2
k2x + k
2
z + k
2
y
R
E (5.4)
Ce qui donne un comportement exponentiel avec un temps caracte´ristique τ ≃ R/(k2x+k2z+k2y) ≃
R/(k2z + k
2
y). Les tailles caracte´ristiques en z et y e´tant de l’ordre de 2 a` 4, les nombres d’onde sont
d’ordre 1 et on a, de manie`re un peu brutale, τ ∼ R. La confrontation avec l’expe´rience donne un
re´sultat mitige´ (figure 5.4 (b,d)). On peut comprendre l’ordre de grandeur et la tendance croissante
de τ avec R, mais on ne peut pas plaquer exactement notre description aux donne´es. C’est une
conse´quence de la limite de nos approximations.
En ce qui concerne la formation de trous, on suspecte qu’on a plutoˆt une excursion locale de
l’e´coulement, qui peut se faire sentir sur les deux termes des bilans. C’est le de´tail local qui va de´cider
de la relaxation vers un e´tat de cohabitation laminaire-turbulent ou vers le laminaire. Cela est plus
l’objet de la section suivante.
Discussion locale
On se place a` l’e´chelle d’un ou deux streaks (et des vortex voisins) dans la direction z et a`
l’e´chelle d’un ou deux vortex longitudinaux dans la direction x. On peut dans la plupart des cas
limiter l’e´chelle locale a` la moitie´ y > 0 ou y < 0 de l’e´coulement. On fait bien la distinction entre
les me´canismes locaux et ceux impliquant le voisinage plus ou moins e´loigne´, soit par “diffusion”,
contamination par contact, soit par advection par les e´coulements moyens. On se´pare la discussion en
trois parties distinctes. On commence par une description et interpre´tation commune de la formation
du comportement des trempes et des formations de trous. On pre´sente ensuite les buts et possibilite´s a`
long terme. Finalement, on reprendra la description dans le cadre des diffe´rents mode`les et me´thodes
de mode´lisation de l’e´coulement. Le but est de proposer des approches permettant d’explorer plus en
de´tail la relaminarisation et de justifier plus pre´cise´ment nos affirmations. On reste tre`s pre`s de la
litte´rature.
On e´tudie en paralle`le les trempes et apparitions de trous pre`s de Rg car elles ont une dynamique
commune, meˆme si elles ne conduisent pas forcement au meˆme re´sultat. On essaie de se´parer la dy-
namique en e´tapes distinctes pour en simplifier l’approche. On a d’abord une partie d’ajustement et
d’e´loignement de la condition initiale qui est relativement lent, qui correspond a` la premie`re phase
des statistiques. Dans le cas des trempes, il s’agit d’un ajustement au nouveau nombre de Reynolds,
par un processus quasi-de´terministe auquel on a en bonne approximation une condition finale pour
chaque condition initiale. Ce processus est relativement lent, il dure au moins un cycle du processus
auto-entretenu, qui est de l’ordre de 100h/U . Les effets non locaux, de contamination par les voisins
(perturbations advecte´es etc.) sont en partie responsables de la dispersion. Dans le cas de la formation
d’un trou dans une bande, il s’agit d’abord un e´loignement relativement lent, sur les meˆmes e´chelles
de temps, de la situation “moyenne”, provoque´ par une raison ou une autre (une excursion un peu
trop e´loigne´e de la dynamique chaotique locale par exemple). Une fois cette e´tape passe´e, on peut
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assister a` deux situations dans le cas de la trempe : un de´clin visqueux vers le pseudo-laminaire (ou
laminaire) ou non, qui vont de´pendre entre autre de l’e´tat final de la “premie`re e´tape”. Ensuite, la
cre´ation ou non d’un trou va de´pendre du voisinage (de taille lx ∼ 20, lz ∼ 10) imme´diat : le vrai
trou se forme si le voisinage chute de la meˆme manie`re. La corre´lation “entre streaks” et de manie`re
ge´ne´rale, entre zones voisines, peut eˆtre l’effet du hasard, ou renforce´e par les processus de contami-
nation/diffusion/advection (deux zones affaiblies de s’excitant pas mutuellement). Une fois les trous
forme´s, on doit prendre en compte des effets a` plus long terme et plus longue porte´e. C’est en parti-
culier le cas des trempes : une fois les trous forme´s, avec une trace d’obliquite´, l’e´coulement a` grande
e´chelle se met en place et a tendance a` renforcer ladite obliquite´ via l’advection des perturbations
(§ 3). Dans le cas de la formation d’un trou dans une bande ou dans un spot [91], cet e´coulement peut
venir refermer le trou en re´excitant la partie pseudo-laminaire. S’il y a un germe isole´ (deux trous
se forment dans la bande) son propre e´coulement grande e´chelle peut stimuler sa croissance comme
celle d’un spot. La brisure de syme´trie de ce germe stimule une croissance de type bande, et cela peut
e´ventuellement se faire dans l’orientation oppose´e a` celle de la bande initiale.
On a e´voque´ ici un certain nombre de processus. Le proble`me ouvert est de re´ussir a` de´crire quanti-
tativement leur hydrodynamique (instabilite´s, interactions line´aires, non-line´aires entre composantes
de ~v ou ~ω). Il paraˆıt illusoire, en l’e´tat d’obtenir une solution comple`te du proble`me avant d’avoir
re´ussi a` avoir des solutions partielles. En l’occurrence, il s’agit d’obtenir des descriptions claires, a` un
ordre ou un autre (line´aire, mode`le re´duit non-line´aire, DNS simplifie´e) des processus locaux d’e´chec
de la turbulence, du processus auto-entretenu, et du retour vers le laminaire. Pour chaque approche
de mode´lisation, on cherche a` de´coupler les proble`mes pour mieux les comprendre et les recoupler
ensuite : en l’occurrence, il paraˆıt plus pertinent de commence a` de´crire une dynamique isole´e (en
terme de contamination) avant de de´crire la dynamique pour laquelle les processus dus au voisinage
sont mode´lise´s, avant de de´crire la vraie dynamique.
On commence par des approches purement line´aires ou faiblement non line´aires “processus par
processus”. On se base sur les descriptions des instabilite´s de cisaillement (en y comme en z) qu’on
retrouve dans l’e´coulement [81, 101] et des processus qui les entourent (de type re´ge´ne´ration des
streaks par les vortex, excitation de la vorticite´ ωx par ωy [49, 90, 101]). Si on prend comme point
de de´part les instabilite´s. Pour les trempes comme les trous dans les bandes, on peut extensivement
e´tudier l’instabilite´ en fonction du nombre de Reynolds et des parame`tres de controˆle des profils,
qui correspondent en pratique a` l’amplitude et au cisaillement [81]. Comme on s’y attend, la zone
d’instabilite´ se re´tracte avec le nombre de Reynolds. Un e´coulement “de base” ou “de fond” sera
d’autant moins instable et donnera une re´action croissant d’autant moins vite que le nombre de
Reynolds sera faible, d’une part. D’autre part, la possibilite´ de tomber sur un e´coulement de base
stable et de conduire a` une fin de cycle sera d’autant plus importante. En ce qui concerne l’interaction
entre vorticite´ et la formation des streaks par ωx, ces e´tapes sont relativement sensible a` la diffusion
visqueuse [101] : si le nombre de Reynolds est trop bas, ou le vortex de base pas assez intense, il peut
eˆtre totalement diffuse´ avant de re´tablir un streak suffisamment intense et cisaille´.
D’un point de vue totalement non line´aire ou cyclique, il s’agit d’aller explorer la fac¸on dont
l’e´coulement peut passer du turbulent vers le laminaire, et comment ce passage est facilite´ par la
baisse du nombre de Reynolds. La question de la frontie`re laminaire-turbulent est ge´ne´ralement
centre´e sur la transition laminaire vers turbulent [27, 64] : la fac¸on la plus simple pour atteindre la
turbulence et le “chemin” pris par le syste`me. On s’inte´resse plus a` la proximite´ du “point col” du
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“cycle limite”, et a` la possibilite´ qu’a` le syste`me de venir le visiter.
Ces approches permettent d’obtenir une compre´hension qualitative du comportement local de
l’e´coulement. Les mode`les simples [101] et les mode`les sur re´seaux [8] paraissent avoir la meˆme
structure en ce qui concerne l’e´volution locale (chaos a` faible nombre de degre´s de liberte´s remplace´s
par une application chaotique). Il faut de plus comprendre les processus de contamination par le
voisin et d’excitation par les perturbations charrie´es par l’e´coulement a` grande e´chelle pre´sents dans
ces mode`les de manie`re plus ad hoc. En pratique, en dessous de Rt, l’e´coulement est sous auto-
perfusion et la turbulence continue a` pouvoir exister graˆce a` la structure en bandes [70].
5.2.2 Approche probabiliste/statistique globale
De`s leur apparition, les trous laminaires ont la meˆme organisation spatiale que lorsque le re´gime
de bande est atteint. Ce qui est en accord avec le fait que l’e´tablissement de l’e´quilibre lami-
naire/turbulent (re´gime permanent de f) est duˆ a` un processus local, plus rapide que celui de
l’e´tablissement des bandes. On a des ordre de grandeur de temps d’un cote´ de 300 a` 400 temps
de retournement (au bout desquels existe des trous obliques) contre 1000 a` 2000 pour la formation
des bandes meˆmes. La description de l’e´quilibre (en terme de volume) laminaire turbulent peut donc
se faire de manie`re statistique, sans trop pre´juger de l’organisation meˆme des trous. Ainsi, apre`s la
description des possibles approches totalement moyenne´es et des approches locales, d’un point de vue
me´canique, on comple`te avec un point de vue probabiliste.
A` l’instant de la trempe, l’ensemble de l’e´coulement peut eˆtre de´crit par une distribution de
probabilite´s de valeurs d’amplitude, de cisaillement etc. correspondant a` diffe´rentes configurations de
streaks et vortex. Pour une situation a` un nombre de Reynolds R > Rt, ces valeurs sont re´parties
ale´atoirement dans l’espace. Ce qui compte, c’est que la taille du syste`me soit suffisamment grande
pour que la distribution de probabilite´s puisse eˆtre bien repre´sente´e. A` cause de l’e´loignement plus
important de la frontie`re du bassin d’attraction laminaire a` ce nombre de Reynolds, une plus large
gamme de valeurs peut se maintenir. Lors de la trempe, chaque configuration va suivre sa dynamique
propre, correspondant a` sa condition initiale. Comme elles sont toutes repre´sente´es, on retrouve
toujours en bonne approximation la meˆme dynamique moyenne´e en espace. La re´partition exacte en
espace des diffe´rentes configurations n’a pas d’effet sur la dynamique aux temps courts (relaxation
de chaque situation). Elle en a cependant aux temps moyens pendant lesquels la re´organisation en
espace se produit.Cela se voit d’autant mieux sur les se´ries temporelles du parame`tre d’ordre qui
quantifie justement cette organisation.
En ce qui concerne les relaminarisations, on suit cette fois-ci strictement l’approche de Goldenfeld
et. al. [38]. A` chaque instant, une gamme de valeurs moins large est repre´sente´e dans le syste`me.
C’est l’excursion, localement, du syste`me suffisamment loin dans la bonne direction de l’espace des
phase, qui va le conduire localement a` une dynamique de relaxation. Il doit eˆtre possible d’estimer la
probabilite´ d’aller explorer cette re´gion “dangereuse” de l’espace des phases (contre ou pousse´ part les
voisins). On doit alors eˆtre capable de quantifier la probabilite´ de former un trou. Les mode`les locaux
(l’e´chelle locale e´tant a` pre´ciser) devraient eˆtre capable de dire si, le nombre de Reynolds augmentant,
le bassin d’attraction de la turbulence est d’autant plus large, la dynamique se fait d’autant plus loin
de la frontie`re du bassin, et les excursions suffisamment loin sont d’autant plus rares.
En conclusion, note qu’on explique assez partiellement les phe´nome`nes mesure´s dans cette section,
172 CHAPITRE 5. EXPE´RIENCES DE TREMPE ET FORMATION DE TROUS LAMINAIRES
et que l’on invoque surtout des re´sultats pre´ce´dents.
Chapitre 6
Expe´riences de spots
On proce`de a` quelques expe´riences de croissance de spots turbulents dans l’e´coulement transition-
nel. On examinera des cas en dessous et au dessus de Rt. Du point de vue grande e´chelle, on reprend
des expe´riences typiques en mettant l’accent sur la bande oblique, la perte de syme´trie, l’apparition et
l’e´limination des de´fauts avec une approche qualitative. La spe´cificite´ du chapitre se trouve principa-
lement dans la section concernant les petites e´chelles et l’apparition de vorticite´ transverse ωthz , et la
comparaison au cas des bandes : on utilise la configuration en spot pour tester d’autres configurations
d’e´coulement grande e´chelle, ainsi que pour comparer l’instabilite´ en dessous et au dessus de Rt.
Le chapitre est organise´ comme suit : on commence par de´crire notre proce´dure et notre choix de
condition initiale. On passe ensuite a` la description de quelques cas de croissance, en re´solution basse
et en DNS, suivis a` l’aide des quantite´s statistiques utilise´es tout au long de la the`se. Finalement, on
examine les petites e´chelles dans l’esprit de l’instabilite´ e´tudie´e au chapitre 3.
6.1 Proce´dure et condition initiale
Lorsque l’on place dans le domaine une perturbation localise´e suffisamment intense et suffisam-
ment cisaille´e (∂zvx et ∂yvx suffisamment e´leve´), elle peut devenir turbulente et envahir l’ensemble
du domaine. On parle de spots (Fig. 6.1) : une perturbation de forme quelconque (ici carre´e Fig. 6.2
(a)) et correspondant a` un profil de vitesse turbulent d’amplitude suffisante est place´e au “cen-
tre” du domaine pe´riodique. D’autres types de germes fonctionnent [11, 26]. On inte`gre ensuite en
temps l’e´coulement ainsi perturbe´. On pratique deux types d’expe´riences, en mode`le re´duit (Ny = 15,
Nx,z/Lx,z = 4) et en DNS (Ny = 27, Nx,z/Lx,z = 6). Le mode`le re´duit permet de tester un domaine
plus grand (Lx × Lz = 110 × 96, R = 320), pouvant contenir deux longueurs d’ondes, et regarder
l’e´limination de de´fauts. La DNS sur une taille Lx × Lz = 110 × 80, a` R = 370 et R = 500, permet
d’examiner le de´tail de l’e´coulement a` petite e´chelle de manie`re lisible. Pour chaque type d’expe´rience,
on calcule les grandeurs moyennes habituelles (e´nergie, fraction turbulente, parame`tre d’ordre etc.) et
les profils moyens via nos proce´dures. On appliquera de plus les proce´dures introduites pour l’e´tude
de l’instabilite´ secondaire sur la premie`re partie de la croissance, lorsque le spot est encore syme´trique
par rapport a` un plan x− y.
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 6.1 – Exemples de spots a` R = 370 (t = 200) (a, b) et R = 500 (t = 150) (c, d) (Ny = 27)
avant que la perturbation n’atteigne les bords du domaine, niveaux de couleur de ~v2 dans les plans
y = −0.6 (a, c) et y = 0.6 (b, d) dans un domaine de taille Lx × Lz = 110× 80, centre´ sur le spot
6.2 Suivi statistique
La croissance de spots permet toute une zoologie de possibilite´s. Les quelques cas pre´sente´s ici
contiennent suffisamment de ge´ne´ralite´s et de traits typiques pour permettre de discuter la croissance
de manie`re ge´ne´rale.
6.2.1 Suivi d’une expe´rience a` basse re´solution
On suit un spot a` R = 320, au milieu de la gamme d’existence des bandes pour cette re´solution,
dans un domaine pe´riodique de taille Lx×Lz = 110×96, qui contient deux longueurs d’ondes dans la
direction transverse en re´gime permanent. On part de la condition initiale susmentionne´e (figure 6.2
(a)). Dans un premier temps (court), le syste`me passe d’une situation relativement artificielle a`
une solution plus naturelle de Navier–Stokes. Ce re´ajustement se traduit par la variation brutale
d’e´nergie turbulente (figure 6.3 (b)), et permet de borner cette phase a` T . 50. Le re´gime permanent
est rapidement atteint a` l’inte´rieur de la perturbation : cela est visible dans l’e´nergie turbulente
(figure 6.3 (b)). On retrouve la meˆme organisation dans la frontie`re entre laminaire et turbulent que
dans les bandes et les trous laminaire. Le de´calage entre haut et bas est visible (figure 6.1, en DNS).
On vera dans la section suivante que les profils de vitesse moyen ont tre`s toˆt la meˆme forme que
dans les bandes, conse´quence de l’organisation petite e´chelle de l’e´coulement (streaks et vortex), et
de la forme ovale/losange (avant brisure de syme´trie [30]). Toute la suite de l’e´volution du spot va
correspondre a` l’augmentation de sa taille, la brisure de la syme´trie du spot qui passe en fragment
de bandes, puis a` la re´organisation. Les proprie´te´s statistiques plus locales de la turbulence, e´nergie
turbulente, profil, taille relative de la zone interme´diaire n’e´voluant plus apre`s les premie`res phases
de la croissance (figure 6.3 (b,c)).
L’augmentation de la surface du domaine est mise en e´vidence par la fraction turbulente, propor-
tionnelle a` l’e´nergie moyenne (figure 6.3 (b,c)). La surface du domaine croˆıt en bonne approximation
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line´airement avec le temps par augmentation du nombre de streaks. La dure´e du processus de crois-
sance va de´pendre de la taille du domaine conside´re´, mais prend fin de`s que la turbulence atteint
les bords pe´riodiques du domaine (Fig. 6.3 (a,b), Fig. 6.2 (e,f)). L’instant ou` l’on peut supposer que
le spot sent les conditions de bord pe´riodiques est ante´rieur a` celui ou` l’on a rupture de pente de
l’e´nergie turbulente et de la fraction turbulente, e´tant donne´e la de´croissance lente (en espace) de
l’amplitude de la recirculation autour du spot [51, 91]. Il s’agit cependant d’une conjecture, l’effet
pre´cis de cet e´coulement sur la bande a` grande distance est pour l’instant inconnu.
On a ensuite une phase d’organisation de la turbulence en bandes. Elle commence par la brisure de
la syme´trie du spot (fig 6.2(e)), avant l’invasion totale du domaine. Elle se fait a` intensite´ et a` surface
occupe´e par la turbulence constante (figure 6.3 (b,c), t & 750). Cela marque que les processus com-
mandant cette grandeur sont plus locaux et moyens que globaux, comme dans le cas de la compe´tition
entre orientations (§ 4.3.4). Le parame`tre d’ordre (figure 6.3 (a)) devient la quantite´ adapte´e pour
suivre l’e´volution du syste`me. Dans ce cas pre´cis la compe´tition entre deux orientations est rapide-
ment gagne´e, ce qui se voit dans les visualisations. Une orientation apparaˆıt de`s le de´but (figure 6.2
(e,f), T = 400 et T = 500), ce qui traduit par des modes de Fourier kz > 0 dominant rapidement
les modes de Fourier kz < 0, une fois le domaine comple`tement envahi (Fig. 6.3 t ∼ 750, Fig. 6.2
(g,h,i,j)). deux bandes d’une orientation donne´e apparaissent entre 500 < T < 1000. L’e´limination
des de´fauts conduit a` l’augmentation du mode de Fourier correspondant (kz = −2, Fig. 6.3 (a)) vers
le voisinage de sa valeur moyenne et a` la de´croissance des autres vers la gamme de valeur commande´
par l’amplitude du bruit. La situation devient celle de´crite dans le chapitre 4.
S’il on veut suivre plus en de´tail l’e´limination des de´fauts, ou s’abstraire plus longtemps de l’effet
des conditions de bord, il faut pratiquer ce type d’expe´rience dans des domaines plus grands [26].
6.2.2 Expe´riences en DNS
Suivi en temps, de Rg a` R > Rt
On pratique le meˆme type d’expe´riences de spot, mais en DNS. On parcours toute la gamme de
nombre de Reynolds d’existence des bandes, en particulier autour de Rg ≃ 325 (310 < R ≤ 335,
selon la de´finition a` R de´croissant), pour donner une ide´e qualitative. On teste de plus un cas a`
R = 500 > Rt, pour suivre la croissance lorsque les bandes ne peuvent plus exister. Les exemples a`
R = 370 et R = 500 seront examine´s en de´tails et localement dans la section suivante.
On suit les expe´riences graˆce aux quantite´s moyennes (Fig. 6.4), e´nergie, e´nergie moyenne, fraction
turbulente, parame`tre d’ordre. On peut se´parer les gammes de R en trois parties : R > Rt, Rt >
R > Rg et R . Rg sur la base de l’e´tat final obtenu : turbulence uniforme, bande, ou e´coulement
entie`rement laminaire. Le de´tail de la croissance lors du de´but de l’expe´rience (T . 250) ne de´pend
cependant pas du nombre de Reynolds : dans tous les cas, le spot passe par la phase d’adaptation
au nombre de Reynolds, ce qui traduit par un ajustement local et apparaˆıt dans l’e´nergie turbulente
(Fig. 6.4(d)) et une premie`re phase de croissance, dont la vitesse augmente avec le nombre de Reynolds
(Fig. 6.4 (b,c)). A` partir de T ∼ 250, l’influence du nombre de Reynolds se fait sentir. Les cas a`
R < Rg retombent automatiquement vers le laminaire. Les cas tangents R & Rg suivent une phase
de fluctuation de taille avant de tomber vers le laminaire, les cas aux nombres de Reynolds plus
importants finissent par croˆıtre, non sans mal (R = 340). Le cas a` R = 370 a une croissance quasi
monotone, tandis que le cas a` R > Rt croˆıt rapidement et la turbulence envahis le domaine.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
(i) (j)
Figure 6.2 – Niveaux de couleur du carre´ de la norme de ~v a` y = −0.62 (Ny = 15 Nx,z/Lx,z = 4),
R = 320, Lx × Lz = 110 × 96. Au instants : (a) T = 0, (b) T = 100, (c) T = 200, (d) T = 300, (e)
T = 400, (f) T = 500, (g), T = 1000, (h) T = 1500, (i) T = 2000, (j) T = 2500.
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Figure 6.3 – Suivi a` grande e´chelle pour une expe´rience de spot Lx × Lz = 110 × 96, Ny = 15,
R = 320. (a) : Parame`tres d’ordre, (b) : e´nergie, (c) : fraction turbulente et surface de la zone
interme´diaire.
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Figure 6.4 – Grandeurs statistiques pour le suivi d’une expe´rience Ny = 27,Nx,z/Lx,z = 6, Lx×Lz =.
(a) parame`tres d’ordre pour les deux premiers modes, (b) fraction turbulente, (c) E´nergie moyenne
(d) e´nergie turbulente turbulente.
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En plus de la question de la croissance et de´croissance de la taille du domaine occupe´ par la
turbulence, la question de la syme´trie (par rapport au plan de syme´trie original du spot) se pose [30].
Dans notre cas, elle apparaˆıt relativement clairement dans les se´ries temporelles du parame`tre d’ordre.
Les deux modes (kx, kz) (1, 1) et (1,−1) contiennent l’information sur l’orientation de l’objet pre´sent
dans le domaine. Ainsi, ce dernier est syme´trique quand m+ et m− sont e´gaux, tandis que la brisure
de syme´trie est indique´e par la domination de l’un par l’autre. Ainsi le spot croissant a` R = 500
reste quasisyme´trique durant toute la phase d’envahissement du domaine, les deux modes croissant
puis de´croissant de manie`re tre`s corre´le´es, indiquant l’apparition puis la disparition d’un objet en
losange dans le domaine. A` R = 370, la compe´tition entre orientations est tre`s rapidement (T < 500)
gagne´e par m−. Les conditions de bord pe´riodique perturbent la compe´tition entre orientation via
l’e´coulement moyen autour du spot. Pour les plus petits nombres de Reynolds R = 340, la croissance
de la zone turbulente est plus erratique, et m± indique que le domaine turbulent prend une forme
oblique non syme´trique, penchant d’une orientation a` l’autre, a` mesure que des streaks et vortex sont
cre´es et relaminarisent d’un cote´ ou de l’autre du germe, comme cela est le cas dans des domaines
l’e´coulement grande e´chelle n’est pas pre´sent [29].
De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, les domaines choisis ici sont encore trop petits pour
observer une croissance de type labyrinthique.
Profils moyens en espace
On de´crit maintenant Le de´tail en y de l’e´coulement autour du spot. Les descriptions pre´ce´dentes,
faisant e´tat de l’e´coulement quadrupolaire, e´taient a` deux dimensions et deux composantes. On donne
une description a` trois dimensions et trois composantes a` l’e´coulement autour du spot, en suivant la
de´marche de la section 2.3.2, page 30. On utilise pour cela les proce´dures de calcul de profil moyen
en espace introduite dans la section 2.3.2. Le suivi est fait en dessous et au dessus de Rt a` R = 370 et
R = 500 (Ny = 27). Dans le premier cas, on va avoir croissance puis re´organisation en bande, et dans
le second croissance puis invasion du domaine, les zones interme´diaires seront toujours de´finies dans
le premier cas, tandis qu’elles vont quasiment disparaˆıtre dans le second (§ 4). A cause du caracte`re
transitoire de la de´finition de certaines zone, on s’inte´resse alternativement a` des moyennes en temps et
des instantane´s de profils moyenne´s conditionnellement en espace. Les profils vx peuvent eˆtre calcule´s
de la manie`re classique, ils ne ressentent pas l’effet de l’orientation et des dissyme´tries des spots ou
des bandes. On doit cependant prendre plus de soin pour calculer des profils vz. Le signe de cette
composante de la vitesse de´pendant directement de l’orientation de l’interface laminaire turbulent
(qui donne l’e´coulement le long des bandes § 3 ou l’e´coulement quadrupolaire [52]). Pendant la phase
de croissance en losange, on divisera donc l’e´coulement en deux zones, z < 40 et z > 40 (de´signe´
respectivement par − et +), la droite z = 40 correspondant a` la diagonale du losange, pour appliquer
la proce´dure de calcul de profils vz moyenne´s conditionnellement en espace. On est typiquement dans
un cas ou` la description modale des profils introduites par Barkley & Tuckerman et utilise´e dans le
chapitre 3 est insuffisante.
On pre´sente des profils instantane´s vx, vz moyenne´s dans chaque zone sur la figure 6.5. On ne trouve
pas de surprises particulie`res pour vx (a,b), on de´crit leurs syme´tries qu’on retrouve syste´matiquement
dans les bandes (§ 2.3.2 pp. 30,§ 3.1.1 pp. 3.1.1) et les spots [56]. Leur amplitude de´pend assez
faiblement du nombre de Reynolds, cette variation est directement a` relier avec la faible augmentation
de l’e´nergie turbulente avec R (voir les figure 4.34 (a) et 4.36 (a) de la section 4.3.3 pour un exemple
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Figure 6.5 – Profils de vitesse longitudinale, a` plusieurs nombres de Reynolds, moyenne´s condition-
nellement dans (a) : les zones interme´diaires de spots a` R = 370 < Rt et R = 500 > Rt, (b) : la zone
turbulente des spots a` R = 370 < Rt et R = 500 > Rt (a` la re´solution prescrite). Profils de vitesse
transverse, moyenne´s conditionnellement dans les zones turbulentes et interme´diaires des spots, dans
les deux parties de l’e´coulement a` un temps donne´ (c) : a` R = 370 < Rt, (d) : a` R = 500 > Rt. Les
signes + et − de´signent respectivement les deux parties de l’e´coulement z > 40 et z < 40 (voir fi-
gure 6.1), et les lettres f et r signifient front et rear de´signent les deux zones interme´diaires diffe´rentes.
(e) Profils vx et vz dans un cas de zone interme´diaires (ici r+)
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a` basse et haute re´solution). Les profils vz, eux, ont la spe´cificite´ d’eˆtre diffe´rents (signe oppose´)
dans les deux moitie´s − et + de l’e´coulement se´pare´es par le plan z = 40. Ils sont plus bruite´s que
leurs e´quivalents, moyenne´s en temps, des bandes. La diffe´rence la plus notable re´side dans le fait
qu’a` cause de la forme des spots, et de l’e´coulement quadrupolaire autour d’eux [52, 91], le signe
de vz change en passant du cote´ − au cote´ + et non lors d’un passage avant-arrie`re. On trouve
alors en bonne approximation des syme´tries similaires a` celles des bandes. On trouve un champ de
vitesse v+z positif pour z > 40 et ne´gatif v
−
z pour z < 40, i.e. v
+
z ≃ −v−z . la syme´trie v ↔ −v,
y ↔ −y usuelle impose vfx(y) = −vrx(−y), le profil turbulent en S ve´rifie vtx(y) = −vxt(−y) et
vtx(y) = v
f
x(y) + v
r
x(y). On trouve v
f,±
z (y) ≃ +vr,±z (−y) et vtz(y) = vfx(y) + vrx(y). On peut ainsi
reconstruire l’ensemble des profils de vitesse longitudinale et transverse a` l’aide des profils dans un
quadrant de zone interme´diaire (Fig. 6.5), et cela, pour les deux nombres de Reynolds. L’amplitude
de ces profils moyens est le´ge`rement plus importante a` R = 500 et que le cisaillement a` la paroi
comme autour de y = 0 est le´ge`rement plus important.
6.3 Cre´ation de vorticite´ transverse dans les spots
On pre´sente de manie`re plus succinte qu’au chapitre 3 la situation qu’on peut trouver dans les
spots turbulents pour une taille Lx×Lz = 110×80, en dessous et au dessus de Rt R = 370 et R = 500
(Fig. 6.1). La condition initiale est la meˆme que dans toutes les expe´riences de spots pre´sente´es ici,
un carre´ contenant le profil en S usuel. On se concentre sur les premiers 200h/U , avant que les spots
ne se dissyme´trisent et ne sentent les conditions de bord pe´riodiques. Les proce´dures sont les meˆmes
que pour le cas des bandes. On verra qu’on retrouve des re´sultats tre`s similaires, du point de vue
microscopique.
6.3.1 Phe´nome´nologie
La dynamique de la croissance du spot est e´videmment plus rapide a` R = 500 qu’a` R = 370,
mais les de´tails sont sensiblement les meˆmes. En examinant le de´tail des tranches x − y, lorsque
l’e´coulement a atteint la phase de croissance en losange, a` z donne´(figure 6.6), on retrouve qualitati-
vement l’image de l’organisation de l’e´coulement qu’on voit dans les bandes (§ 3.1.1), avec la succession
laminaire/interme´diaire/turbulent. E´tant donne´e la grande similarite´ avec les profils moyens dans les
bandes, on suppose a` nouveau que l’e´coulement dans les spots peut eˆtre de´crit par un e´coulement
de fond. La diffe´rence avec le cas des bandes est le fait que l’amplitude de la modulation n’est pas
permanente, l’enveloppe de cet e´coulement s’e´tend dans le temps en suivant le spot. On est contraint
d’utiliser des instantane´s en temps. Ne´anmoins, cela nous permet de repe´rer des perturbations parti-
culie`res. On re´utilisera la vorticite´ seuille´e, en particulier pour les mesures de longueur caracte´ristique
et de vitesse d’advection.
On peut donner des exemples de de´but de roll-up dans les spots sur notre visualisation. Ainsi, on
en voit dans les zones interme´diaires pour 65 ≤ x ≤ 70 a` R = 370 (Fig. 6.6 (a)) et pour 45 ≤ x ≤ 50
a` R = 500 (Fig. 6.6 (a)). La longueur d’onde apparente est de l’ordre de 5h, bien qu’elle apparaisse
le´ge`rement plus petite a` R = 500. On peut retrouver ce type de perturbation de l’e´coulement de fond
dans la zone turbulente, a` x = 60 ou x = 65 a` R = 370, et a` x = 65 ou x = 72 a` R = 500. Comme
attendu, a` chacune de ces localisations, la perturbation a` l’e´coulement de fond se traduit par de la
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Figure 6.6 – Deux exemples de champ de vitesse vx en niveaux de couleur dans les spots ou` l’insta-
bilite´ se manifeste a` deux nombres de Reynolds diffe´rents. (a) : R = 370 < Rt, (b) R = 500 > Rt,
Lx × Lz = 110× 80, Nx,z/Lx,z = 6, Ny = 27.
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Figure 6.7 – Niveaux de couleur du champ de vitesse d’advection transverse dans le cas des spots,
moyenne´e sur y (a) : R = 370 (b) : R = 500. Les deux figures sont centre´es sur les spots.
vorticite´ transverse ne´gative a` y = 0, ce qui justifie l’utilisation des proce´dures du chapitre 3.
6.3.2 Mesure de vitesse d’advection
On applique la proce´dure utilise´e pour les bandes. Les conditions contraignent son application :
on ne trouve pas de direction diagonale sur laquelle moyenner, on n’a e´videmment pas de situation
statistiquement permanente pour qu’une moyenne en temps ait du sens. On se contentera d’un lissage
via une moyenne sur l’e´paisseur, en acceptant le re´sultat de la section pre´ce´dente sur cz : cette
vitesse d’advection de´pendent relativement peu de la position y. On donne deux exemples de re´sultats
instantane´s sur la figure 6.7
On est tre`s limite´ par l’impossibilite´ de moyenner en temps pour mesurer cx, et on ne dispose que
de cz, moyenne´ sur l’e´paisseur pour plus de lisibilite´. Les perturbations sont advecte´s en dehors du
spot, suivant la meˆme direction et avec la meˆme vitesse que l’e´coulement moyen
∫
dy vz. On ne note
pas de diffe´rence avec le cas de la bande quant a` l’effet de l’e´coulement a` grande e´chelle sur l’advection
des perturbations. On ne note de plus pas de diffe´rence qualitative entre le cas R = 370 < Rt et le
cas R = 500 > Rt.
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Figure 6.8 – Fonction de corre´lation du champ de vitesse longitudinal vx et de la vorticite´ filtre´e
ωthz , a` R = 370 et R = 500. (a) : direction longitudinale, (b) : direction transverse. Les courbes a`
R = 370 sont en trait plein, celles a` R = 500 en pointille´.
6.3.3 E´chelles caracte´ristiques
On proce`de de la meˆme manie`re que dans le chapitre consacre´ a` l’instabilite´, en calculant les
fonctions de corre´lation en espace. On est cependant limite´ par le caracte`re instationnaire de la
croissance du spot, qui empeˆche les moyennes en temps. Les fonctions de corre´lation sont alors plus
perturbe´es par des e´ve`nements rares.
On trace les re´sultats sur la figure 6.8. Le comportement qualitatif et quantitatif de ces fonctions de
corre´lation est le meˆme que dans le cas des bandes, on retrouve les hie´rarchies de taille relativement
marque´e dans la direction x, d’une part entre zone interme´diaire et zone turbulente, d’autre part
entre la taille des perturbations et la longueur caracte´ristique des streaks. La taille caracte´ristique
longitudinale des perturbations de´croˆıt faiblement avec R (Fig. 6.8 (a)). De la meˆme manie`re, dans
la direction transverse (Fig. 6.8 (b)), on retrouve la hie´rarchie de taille des bandes : les perturbations
sont le´ge`rement plus fines que les streaks, leur e´paisseur ne de´pend pas de la zone, mais de´croˆıt avec
R. La fonction de corre´lation transverse de ωthz garde une faible trace de la modulation du fond,
qui apparaˆıt plus clairement dans les fonctions corre´lation du champ de vitesse. Le perturbations
apparaissent de´corre´le´es au dela` d’un streak. Cependant, le re´sultat extrait n’est pas aussi clair que
dans le cas des bandes.
6.4 Conclusion
6.4.1 Re´sume´
Dans ce chapitre, on reprend des expe´riences typiques, dans des tailles et conditions suffisamment
larges pour pouvoir examiner le proble`me du point de vue de la formation et du comportement des
bandes, ainsi que des instabilite´s a` l’e´chelle du gap h. On reste cependant dans la limite de tailles
de domaines relativement petites, contenant une ou deux bandes et soumis aux effets, ge´ne´ralement
stabilisateurs, des conditions de bord pe´riodiques.
On se sert des quantite´s turbulentes classiques (fraction turbulente, e´nergie moyenne, e´nergie
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turbulente) et des parame`tres d’ordre. On peut mettre en e´vidence l’augmentation de la vitesse de
croissance du spot en fonction du nombre de Reynolds, ainsi que les re´gimes successifs que le syste`me
expe´rimente lorsque R est augmente´. On retrouve alors les ide´es du diagramme 1.6 (§ 1), on passe
relativement continument d’une re´gime ou` l’on a un de´clin syste´matique apre`s un court temps, un
re´gime autour de Rg ou` l’on peut voir de´clin et croissance, puis en augmentant R, une croissance
difficile, puis quasimonotone puis finalement totalement monotone. D’autre part, la croissance et la
de´croissance ne se font tre`s rapidement que dans la direction transverse/oblique. La dissyme´trie de
la croissance se fait d’abord fortement sentir, passant, avec le temps, d’un spot oblique a` des portions
de bandes, de forme parfois complexe et fluctuante a` plus bas R. De plus, a` mesure que R augmente
l’anisotropie et la dysime´trie de la croissance se manifeste diffe´remment. Finalement, en approchant
Rt, on atteint un re´gime dans lequel la croissance se produit de manie`re totalement syme´trique d’une
part, et ne s’arreˆte pas dans la direction longitudinale d’autre part. Le spot envahis alors tout le
domaine. Les domaines utilise´s capturent relativement bien le choix rapide d’une orientation lors de
la croissance du spot a` plus haut nombre de Reynolds, mais leur taille est insuffisante pour capter les
plus rares changements de direction.
A` petite e´chelle, de l’ordre de h, on retrouve l’instabilite´ mise en e´vidence dans les bandes, que
R soit au dessus ou en dessous de Rt. La taille caracte´ristique longitudinale baisse le´ge`rement avec
R. L’approche quantitative introduite dans le chapitre 3 ne montre pas de distinction avec le cas des
bandes, pour les deux nombres de Reynolds, R < Rt et R > Rt, les e´chelles restent les meˆmes, et
les perturbations sont advecte´es par l’e´coulement a` grande e´chelle, dans ce cas de spot syme´trique en
de´but de croissance, l’e´coulement quadrupolaire.
6.4.2 Discussion
Les donne´es pre´sentes dans la litte´rature et obtenues ici sur la phase de spot permettent deux
approches en terme d’interpre´tation et de mode´lisation. On peut d’une part suivre une approche dans
laquelle l’hydrodynamique est oublie´e ou tre`s simplifie´e, pour permettre une description du processus
de croissance/re´tractation a` grande e´chelle. On peut d’autre part se centrer sur le de´tail des structures
cohe´rentes et des instabilite´s pour permettre une interpre´tation de chacun des processus augmentation
de la taille du domaine, re´tractation, etc.
A` l’aide des donne´es obtenues a` grande e´chelle, on peut faire des choix et un tri dans les diffe´rents
types de mode`les (continus ou sur re´seau, de´terministe, chaotique de´terministe ou stochastique).
Contrairement a` ce qui est contenu dans les premie`res approches de mode´lisation continue [11], la
croissance est non seulement fortement anisotrope, mais aussi dissyme´trique et contient la trace de
la longueur d’onde longitudinale : le front streamwise s’e´tend, se fixe ou se re´tracte, dans la direction
transverse principalement, selon que l’on est au dessus de Rt, dans la gamme [Rg;Rt], ou en dessous
de Rg. D’autre part, il apparaˆıt que la croissance peut contenir une forte part d’ale´atoire, cause´
par le chaos local. Ce bruit se manifeste comme un bruit multiplicatif dans les mode`les de re´action
diffusion [44] ou dans les mode`les propose´s pour l’e´coulement dans une conduite. Dans le premier
cas, la forme du bruit est une conse´quence de la structure du syste`me lorsqu’on passe des mode`les
sur re´seau a` une the´orie de champ, dans le second, un choix guide´ par le fait que le bruit est cause´
par la turbulence et doit donc se manifester de manie`re croissante avec elle.
D’autre part, on peut s’aider de ces approches de mode´lisation pour ame´liorer le cadre dans lequel
on e´tudie les spots. En particulier, ils doivent aider a` la de´finition d’un e´ventuel seuil d’existence de
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la turbulence. Dans le cas de la conduite, un mode`le simple permet de montrer qu’un seuil peut eˆtre
de´fini par le nombre de Reynolds a` partir duquel la moyenne d’ensemble de la fraction turbulente est
non nulle (dans la limite thermodynamique). On montre qu’il correspond tre`s bien au croisement des
temps de vie et des temps de splitting des domaines turbulents [3,65]. La fraction turbulente moyenne
est une donne´e qui peut eˆtre bien de´finie dans le cas de Couette, les temps de vie de la turbulence
posent cependant plus de proble`mes, car devenir du syste`me de´pend tre`s fortement de la condition
initiale. La possibilite´ de re´duire cette zoologie a` quelque e´ve`nements simples, comme dans le cas de
poiseuille cylindrique, peut d’une part ame´liorer les proce´dures de mesure, d’autre part guider les
toy-models et mode`les quantitatifs de ce re´gime.
La question des me´canismes locaux a` l’œuvre dans les spots est e´claire´e par l’exploration de
l’instabilite´ de cisaillement dans le plan x − y. On peut ainsi montrer que les perturbations sont
advecte´es par l’e´coulement moyen, vers les fronts transverses, ou` se cre´ent de nouveaux streaks et
vortex. Ils peuvent alors participer a` l’excitation de la turbulence. L’augmentation de la taille de la
zone turbulente dans cette direction, meˆme si elle est comprise qualitativement (cre´ation de streaks
par lift-up au niveau du front, cre´ation de vortex par un streak instable) n’est pas encore quantifie´e.
En particulier, il reste a` mettre en e´vidence de manie`re quantitative le roˆle de l’e´coulement moyen
dans la vitesse d’extension du front (d’abord mise en e´vidence avec un profil de base sinuso¨ıdal et
des conditions de glissement a` la paroi [91]). Ce front beaucoup moins vite lorsque la recirculation
est absente, comme on peut le voir dans Couette plan classique [29, 30].
Chapitre 7
Conclusion
7.1 Re´sume´
La litte´rature contient les bases du sujet, mais laissent un certain nombre de questions ouvertes.
Les expe´riences dans Couette plan et surtout Taylor–Couette [73–75] mettent en avant une partie de
la phe´nome´nologie en grande taille, et proposent les bases de la mode´lisation en terme de formation de
motif. Les simulations [5,6,96] approchent elles aussi la phe´nome´nologie et la mode´lisation et mettent
en avant le comportement moyen de´taille´ de l’e´coulement, dans une situation partiellement contrainte.
Les simulations a` bas ordre ne contiennent qu’une partie trop limite´e de la phe´nome´nologie [51,52,57].
Les mode`les plus abstraits contiennent eux aussi une partie du comportement de l’e´coulement, mais
manquent l’anisotropie ou le coˆte´ bidimensionnel [8, 9]. Cependant cela laisse un certain nombre de
questions ouvertes. La phe´nome´nologie comple`te de Couette plan n’est que partiellement aborde´e ; les
mode`les en terme d’e´quation d’amplitude ne sont pas entie`rement exploite´s et le de´tail petite e´chelle
de l’e´coulement est perdu apre`s passage aux moyennes. De manie`re ge´ne´rale, les subtilite´s de la
formation de motif bruite´, l’apparition des e´coulements moyens a` partir des petites e´chelles, le de´tail
des me´canismes microscopiques se de´roulant dans les bandes sont en l’e´tat des questions ouvertes.
La mode´lisation de l’ensemble de la phe´nome´nologie de la transition, de la formation des bandes a` la
disparition de la turbulence en passant par la croissance des spots, et de l’ensemble des me´canismes
hydrodynamiques a` petite e´chelle sont les premiers proble`mes a` explorer. La compre´hension fine de
la transition, et finalement l’extraction quantitative du comportement a` grande e´chelle des e´quations
de Navier–Stokes sont les proble`mes a` long terme qui guident l’e´tude.
Pour s’attaquer a` l’ensemble de ces questions, le choix de simulations nume´riques de l’e´coulement
de Couette plan, a` l’e´chelle d’une ou de quelques bandes, d’orientation non contrainte, a e´te´ l’approche
choisie. Partant du meˆme code, deux proce´dures sont possibles, avec des objectifs diffe´rents. La
premie`re consiste a` utiliser un code de DNS tel quel, avec une re´solution valide´e pour fournir des
re´sultats qualitativement et quantitativement corrects aux nombre de Reynolds conside´re´s. Le but
est d’explorer le de´tail des petites e´chelles de l’e´coulement, de taille de l’ordre de O(h). La seconde
consiste a` utiliser le meˆme code (§ 2.2), mais a` sous-re´soudre pour approcher par le haut les mode`les
de bas ordre de manie`re brute. L’abaissement de la re´solution est controˆle´ de sorte que les simulation
aient toujours le meˆme contenu qualitatif mais ne´cessitent des ressources informatiques (temps, RAM,
ROM) bien plus faibles de manie`re a` pouvoir faire de longues statistiques. On fait des comparaisons
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quantitatives et qualitatives avec la DNS lorsque cela` est possible. On consent pour cela a` un de´calage
de certaines quantite´s que l’on estime non-universelles en restant dans la meˆme classe d’universalite´
(au sens des transitions de phases), comme les valeurs exactes des seuils, les valeurs relatives de
parame`tres. Ainsi, le manuscrit se se´pare donc en deux grandes parties principales, l’une centre´e sur
les DNS et l’investigation des petites e´chelles et l’autre sur l’approche a` bas ordre et l’e´tude de la
formation de motif. Les deux autres parties plus courtes, centre´es sur des the`mes annexes, croissance
de spot et relaminarisation, se partagent entre ces deux approches.
L’e´tude des petites e´chelles de l’e´coulement se concentre sur une instabilite´ de cisaillement cre´ant
de la vorticite´ transverse. Guide´ par les re´sultats sur l’e´coulement de Poiseuille dans une conduite,
les DNS permettent d’identifier le phe´nome`ne et sa localisation dans les streaks longitudinaux. Leur
e´tude statistique permet d’introduire un e´coulement ide´alise´, dit de fond, repre´sentant l’e´coulement en
streaks et en vortex, pour mettre en e´vidence dans les visualisations le de´veloppement de perturbations
par rapport a` cet e´coulement. On voit apparaˆıtre l’advection des perturbations a` la fois dans les
directions transverses et longitudinales. La vorticite´ transverse, marqueur de ce phe´nome`ne, permet de
mesurer les e´chelles caracte´ristiques ainsi que la vitesse d’advection des perturbations. La description
en terme d’e´coulement de fond permet la mode´lisation de l’e´coulement, pour son e´tude de stabilite´
temporelle locale. Ce formalisme permet d’explorer les diffe´rentes localisations de l’e´coulement qui
n’est pas force´ment organise´ de manie`re simple ou unique. L’analyse de stabilite´ locale est en accord
avec les mesures tire´es des expe´riences nume´riques, et met en e´vidence la localisation de l’instabilite´,
mais surtout les vitesses de groupe des perturbations et la transition convectif/absolu a` l’entre´e de
la zone turbulente, ce qui ouvre la possibilite´ d’une instabilite´ globale dans le mode`le d’e´coulement
de fond et la discussion de l’e´coulement ide´alise´ a` l’aide des re´sultats concernant les e´coulements
de´veloppe´s spatialement.
Du point de vue de la formation de la bande, on est guide´ par les approches pre´ce´dentes, mettant
en e´vidence la modulation quasi-sinuso¨ıdale et l’efficacite´ des e´quations mode`les, pour quantifier la
modulation de la turbulence dans l’e´coulement. Une exploration pre´liminaire de la phe´nome´nologie
des syste`mes pe´riodiques contenant peu de bandes a mis en e´vidence la variation de l’amplitude
de la modulation avec R, la marche ale´atoire de la phase et les compe´titions d’orientation et de
longueur d’onde. On propose les traitements adapte´s, en pratique des moyennes d’ensemble de se´ries
temporelles et l’exploitation des pdf, pour extraire le maximum de contenu. Une fois identifie´e la
phe´nome´nologie, on propose une mode´lisation, guide´ par les approches pre´ce´dentes, pour la formation
de la bande turbulente soumise a` son propre bruit. Le mode`le utilise´, de type Ginzburg–Landau–
Langevin pour un syste`me e´tendu ou Landau–Langevin pour un petit syste`me, est a` mi-chemin entre
la formation de motif et les transitions de phase. En l’e´tudiant de manie`re extensive, on peut en
extraire tout son contenu a` l’e´quilibre, autour de l’e´quilibre, et pour de plus grandes fluctuations
d’un e´tat me´tastable a` un autre. On peut pousser le calcul a` l’ordre 1 en le bruit. Cette ordre
contient l’ensemble de la phe´nome´nologie pour une expression relativement simple, et il permet de
comprendre les proce´dures de traitement mis en oeuvre. L’exploration statistique du syste`me permet
de ve´rifier que le comportement de l’e´coulement est quantitativement de´crit par le mode`le, et d’en
tirer les parame`tres. L’exploration des plus grandes tailles permet de ve´rifier que le contenu qualitatif
est en accord avec la phe´nome´nologie.
Le chapitre sur les relaminarisations explore l’apparition de trous laminaires dans l’e´coulement,
que ce soit lors de trempes, venant de nombre de Reynolds ou` la turbulence est sans motif a` grande
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e´chelle, ou dans les bandes, pre`s du seuil en dessous duquel la turbulence n’est que transitoire. On
suit une approche a` l’e´chelle de la bande a` l’aide des grandeurs classiques. Les diffe´rentes phases de
la trempe et leurs particularite´s sont mises en e´vidence. On valide les approches en terme d’e´quation
mode`le pour le comportement du parame`tre d’ordre et on peut valider l’effet de la viscosite´ sur la
premie`re phase de la trempe, au niveau global comme au niveau local. Des changements d’orienation
par relaminarisation locale et recroissance d’une bande d’orientation diffe´rente sont mis en e´vidence.
La phe´nome´nologie est diffe´rente de la compe´tition d’orientation sous l’effet du bruit pre`s de Rt.
Le chapitre sur les spots a pour principal but d’exploration les quantite´s turbulentes sur la crois-
sance des spots turbulents : une petite e´tude quantitative est propose´e. L’autre point est l’exploration
du comportement des petites e´chelles, en particulier de l’instabilite´ de cisaillement, dans une confi-
guration le´ge`rement diffe´rente de celle des bandes ainsi qu’a` des nombre de Reynolds un peu trop
grands pour que les bandes se manifestent.
7.2 Discussion
Les e´quations mode`les de´crivent tre`s bien le comportement de la bande. Le principal point de
discussion est la possibilite´ de faire le lien, ne serait ce que qualitativement, entre le comportement a`
petite e´chelle et le maintien de la turbulence sous la forme de bandes obliques.
Le principal lien propose´, qualitatif, est sous la forme d’un cycle d’auto-entretien de la turbulence.
Il est discute´ en de´tail a` la fin du chapitre 3. En partant de la description ide´alise´e de type e´coulement
de fond en streaks et en vortex, on peut rede´river le grand e´coulement. Cet e´coulement pre´sente
l’instabilite´ de streaks classique, ainsi qu’une l’instabilite´ des couches x − y. Le processus d’auto-
entretient de la turbulence, isole´ dans un syste`me de type MFU ne se maintient pas en dessous
de Rt, cependant, on argue que son excitation par l’instabilite´ de la couche cisaille´e vx(y) et la
transition convectif/absolu, qui emet des perturbations, permet de faire de la bande turbulente un
e´tat d’e´quilibre (statistique) stable et localise´. Comme il se maintient, il reforme les streaks et boucle
le cycle. On ne peut cependant pas encore en de´river analytiquement les tensions de Reynolds qui
maintiennent l’e´coulement moyen.
Le processus de de´viation de l’e´coulement du voisinage du cycle auto-entretenu, qui permet l’appa-
rition de trous laminaires, est partiellement examine´ dans l’e´tude des relaminarisations. On s’attend
a` ce que ce soit l’e´chec de ce processus, au niveau local, qui soit responsable de la formation de
trous dans les bandes. La de´viation loin de l’e´quilibre peut eˆtre invoque´e pour de´crire le caracte`re
transitoire de la turbulence a` bas R. En pratique, ces excursions correspondent a` l’approche d’une
situation de type edge state et du passage du col.
7.3 Perspectives
On peut diviser les questions restants ouvertes en deux types, selon qu’un saut qualitatif (ou
conceptuel) est a` franchir, ou qu’elle reste ouvertes a` cause de difficulte´s technique parfois importantes.
La comparaison quantitative entre les mode`les de motifs bruite´s et la bande peut eˆtre pousse´e
jusqu’au bout, pourvu que l’on puisse faire des expe´riences suffisamment longues dans des domaines
suffisamment grands. L’ordre de la transition a` Rt, La divergence des fluctuations, ainsi que les
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temps de re´sidence a` des nombre de Reynolds interme´diaires font partie des quantite´s pour lesquelles
on ne peut pas confronter mode`le et simulation, pour cause de manque de donne´es. De meˆme, la
phe´nome´nologie comple`te des croissances de spots fait parti des points relativement accessibles. La
mode´lisation de la croissance oblique, au dela` des mode`les isotropes et de´terministes, est un point
moins trivial. Cela requiert un ajustement des mode`les pour contenir de manie`re simple toute la
phe´nome´nologie.
La principale difficulte´ re´side dans la possibilite´ de faire e´merger des mode`les de type Landau a`
partir des e´quations de Navier–Stokes, ne serait ce que pour l’apparition des bandes dans la turbulence
uniforme. Cela ne´cessite une connaissance quantitative et fine des effets des grandes e´chelles sur les
petites et de la re´tro-action des petites e´chelles sur les grandes. Une meilleure connaissance de toutes
les composantes a` petite e´chelle de l’e´coulement, ainsi que de leur contribution quantitative aux
maintien des grandes e´chelles (via les tensions de Reynolds) est ne´cessaire. A ce sujet, les travaux
re´cents, tant sur l’e´coulement de Poiseuille cylindrique que sur sur l’e´coulement de Couette plan
posent les jalons de la compre´hension ide´alise´e et/ou qualitative des me´canismes de l’e´coulement.
Appendices
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Annexe A
Imple´mentation de Channelflow
On pre´sente ici rapidement le code ChannelFlow, de John Gibson [36]. On de´crit le principe
de la proce´dure nume´rique que l’on a choisie, parmi celles propose´es par le code, et de ses avantages
et inconve´nients pour la re´solution des e´quations de Navier–Stokes incompressibles. On explique
rapidement l’organisation du code d’un point de vue informatique, l’avantage du choix du langage
de programmation C++. On de´crit comment on prend avantage de l’organisation pour notre propre
code, qui ajoute du traitement en ligne a` l’inte´gration en temps de Navier–Stokes.
A.1 Discre´tisation en espace et en temps
L’approche de discre´tisation en espace est tre`s standard pour des e´coulements de parois. Le code
utilise une approche pseudo-spectrale (Tau-Galerkin [15]), avec une de´composition en se´rie de Fourier
dans les directions pe´riodique x et z et une de´composition en polynoˆmes de Chebyshev dans la
direction y. Un des inte´reˆts de cette approche est que l’ensemble des inte´grales peuvent eˆtres calcule´es
via des transformations de Fourier rapide (a` la diffe´rence de la de´composition en polynoˆmes de
l’annexe B).
L’inte´gration utilise un sche´ma implicite pour les termes line´aires, explicite pour les termes non-
line´aires, avec une condition de CFL. Le champ de vitesse et de pression est ainsi la solution d’un
proble`me line´aire a` inverser. On fixe dt comme un sous multiple de 1h/U = n∗dt, et tous les h/U , on
re´e´value dt. Le nombre de CFL est de´fini comme le maximum sur le domaine de dt∗ |uj(M)|/dxi(M),
i, j = x, y, z (en pratique seul les dy de´pendent de la position [15]), et la condition de CFL choisie
garde ge´ne´ralement ce nombre entre 0.3 et 0.4 (bien que cela puisse eˆtre ajuste´). Si le CFL est trop
grand, on re´duit dt, et s’il est trop petit, on augmente dt. Re´duire la re´solution et augmenter le pas
d’espace permet d’obtenir des pas de temps plus important ve´rifiant la condition de CFL.
A.2 Effet de l’optimisation de l’algorithme de FFT
ChannelFlow utilise FFTW pour re´aliser ses transformations de Fourier rapides (Fast Fourier
Transform). Lorsque des transformations de Fourier (directes et inverses) vont eˆtre effectue´es, en par-
ticulier pour une FFT re´alise´e a` chaque ite´ration de l’inte´gration en temps, FFTW est initialise´ avec
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Figure A.1 – Pour une meˆme condition initiale, sur une meˆme machine, pour deux choix de fonc-
tionnement de FFTW (estimate : run1 et run2, measure : run3 et run4), Lx × Lz = 128 × 48,
R = 315, Ny = 15 : (a) Quatre exemples de se´ries temporelles du parame`tres d’ordre, (b) e´cart entre
les e´nergies moyenne´es en espace, (c) logarithme de l’e´cart. Pour Lx × Lz = 110 × 32, R = 335,
Ny = 27 : (d) exemple de profil de pression moyenne´ en espace (zone turbulente) et en temps en
fonction de y, (e) gradient y de pression moyenne´ en espace (zone turbulente) et en temps en fonction
de y.
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les re´fe´rences des arrays devant contenir le champ a` transformer et sa transforme´e des transforma-
tions, et de´termine l’algorithme de FFT le plus rapide e´tant donne´e la machine. On cre´e alors un plan
(dans la terminologie de FFTW) contenant les re´fe´rences des arrays et l’algorithme choisi. Ensuite a`
chaque ite´ration de la transformation, fftw exe´cute ce plan. L’optimisation du choix de l’algorithme de
FFT est pre´sente´ comme un des avantages donnant a` FFTW une grande rapidite´. Plusieurs options
s’offrent pour optimiser ce choix, la plus rapide e´tant d’estimer (ESTIMATE), sans re´aliser de FFT,
quel sera l’algorithme le plus rapide, les plus lente e´tant de re´aliser des FFT selon les algorithmes, sur
des vecteurs relativement court, et de mesurer leur performance (soit de manie`re sommaire (MEA-
SURE), ge´ne´rale (PATIENT), voir totalement exhaustive (EXHAUSTIVE)). FFTW donne aussi
la possibilite´ de sauver et re´utiliser les re´sultats de ces estimations (WISDOM, dans la terminologie
de FFTW), mais cette possibilite´ n’est pas inte´gre´e dans ChannelFlow.
Une particularite´ se fait sentir lors des simulations. L’estimation de l’algorithme le plus rapide
donnera toujours le meˆme re´sultat a` machine donne´e, parce qu’elle ne de´pend que des caracte´ristiques
de la machine. La mesure, elle, ne donnera pas toujours le meˆme re´sultat. Il semble que cela soit la
conse´quence de la mesure du temps sur le compteur de cycle du CPU [34, 37](§10.3), bien qu’il soit
difficile d’e´claircir ce point sans acce`s au de´tail de l’algorithme de FFTW.
Cette initialisation est re´alise´e a` chaque de´but d’exe´cution de la DNS. La conse´quence de cette
particularite´ sur l’inte´gration nume´rique est que l’application f qui donne ~v(t + dt) = f(~v(t)) sera
le´ge`rement diffe´rente a` chaque exe´cution de la DNS si l’on choisi de mesurer pour choisir l’algorithme
le plus rapide, tandis qu’elle sera toujours la meˆme (a` machine donne´e) si on choisi d’estimer pour
choisir l’algorithme le plus rapide. En effet, les FFT effectue´es sur ~v (en particulier celles pour estimer
le terme non line´aire dans l’espace re´el) sont initialise´e en de´but de simulation. Cette le´ge`re diffe´rence
va avoir pour conse´quence de donner des re´sultats diffe´rents pour deux simulations partant de la
meˆme condition initiale.
On propose une expe´rience simple pour mettre cet effet en e´vidence. On se donne une condition
initiale (Lx × Lz = 128 × 48, Ny = 15, R = 315), que l’on inte`gre quatre fois en temps pendant
1000h/U . Le domaine contient une bande. Les deux premie`res fois (run 1 et 2), le choix de l’algorithme
de FFT sera fait par estimation, les deux suivantes (run 3 et 4), par mesure. Lors de ces expe´riences,
on suit le carre´ des parame`tres d’ordre m± ainsi que l’e´nergie moyenne´e en espace e. On trace le
re´sultat concernant le parame`tre d’ordre sur la figure A.1 (a) : aucun e´cart n’apparaˆıt entre les runs
1 et 2, pour les deux parame`tre d’ordre m+ et m−. La diffe´rence avec les runs 3 et 4, ainsi qu’entre les
runs 3 et 4 apparaˆıt visuellement au bout de t ∼ 400h/U . On peut la mettre en e´vidence en faisant
la diffe´rence δe = |ei− ej| entre les e´nergies cine´tiques pour chacune des expe´riences (Fig. A.1 (b)). A`
nouveau, on ne distingue aucune diffe´rence entre les runs 1 et 2 (a` 10−16 pre`s) : en exe´cutant plusieurs
fois la DNS, avec la meˆme condition initiale et une estimation du meilleurs algorithme de FFT, on
obtient toujours le meˆme re´sultat. Cependant la diffe´rence avec les runs 3 et 4 ainsi qu’entre les runs
3 et 4 croˆıt quasi-exponentiellement et sature assez rapidement : a` chaque exe´cution de la DNS, avec
la meˆme condition initiale et en mesurant la vitesse des algorithmes de FFT, on obtient un re´sultat
diffe´rent. La croissance exponentielle de la diffe´rence entre les runs 3 et 4 peut se mettre en e´vidence
avec ln(δe/σe3) (Fig. A.1 (c)). Cela illustre l’e´cart croissant entre les re´sultats de simulations utilisant
la meˆme condition initiale et la meˆme initialisation de FFT via mesure. Ainsi cette grandeur croˆıt
line´airement en temps quasiment de`s le de´but de la simulation, i.e. de`s que l’e´cart entre les deux
e´nergie cine´tiques moyennes devient de l’ordre d’au moins 10−16. Elle sature autour de 1 lorsque que
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la diffe´rence devient visible a` l’oeil au bout de t ∼ 400h/U . Cela assure que l’e´cart entre les e´nergies
moyennes d’une simulation a` l’autre reste toujours infe´rieur ou e´gal aux fluctuations en temps, a` un
re´gime de parame`tre donne´. D’un point de vue qualitatif, l’e´cart apparaˆıt syste´matiquement lorsqu’on
choisit de mesurer la vitesse des algorithmes de FFT, tandis que les simulations donnent exactement
le meˆme re´sultat (sur des dure´es de l’ordre de 104h/U si on choisit d’estimer la vitesse des algorithmes
de FFT.
Ces e´carts entre simulations entraˆınent une non-reproductibilite´s des simulation (sur la meˆme
machine) qui peuvent se re´ve´ler geˆnante lorsqu’on veut reprendre plusieurs fois la meˆme expe´rience.
Cet effet est une conse´quence inattendue de l’organisation de ChannelFlow. On peut introduire
un autre type de biais entre simulations lorsque l’une d’elle est interrompue puis reprise : lors de
la reprise, le nombre de CFL peut eˆtre inadapte´, ce qui entraˆıne des dt diffe´rents sur quelque h/U .
De plus, si l’on choisit un sche´ma a` deux pas de temps pour la discre´tisation du terme non line´aire,
un petit biais peut eˆtre introduit lors de la premie`re ite´ration (a` un seul pas de temps). Malgre´ ces
diffe´rences, on trouve toujours un meˆme re´sultat pour les grandeurs moyenne´es, que la simulation
soit reproductible ou non. Cela met en e´vidence la robustesse des statistiques.
A.3 Traitement de la pression et conse´quence
Le sche´ma d’inte´gration en temps e´tant semi implicite, ~v(t+ dt) va eˆtre la solution d’un proble`me
line´aire. Un des points subtils de ce proble`me est le traitement de la pression (qui n’apparaˆıt pas a`
t). En prenant la divergence des e´quations de Navier Stokes, la pression et vy sont solutions de deux
e´quations line´aires couple´es qui correspondent a` un proble`me de type Helmholtz. Une des difficulte´s
pour re´soudre ce proble`me est que les conditions de bord en y = ±1 sont donne´es pour vy et sa de´rive´e,
vy(±1) = 0 et ∂yvy(y = ±1) = 0, et il n’y a pas de condition de bord pour p. Cette difficulte´ est
contourne´e en re´solvant ces e´quations avec des conditions de bord inconnues pour p(y = ±1) = Q±
(mais assurant ∂yvy(y = ±1) = 0). Ces conditions sont de´termine´es, en re´solvant le meˆme proble`me,
en utilisant un jeu de conditions de bord en y = ±1 pour la pression. On en prend ensuite la bonne
combinaison line´aire (de´termine´e via la matrice d’influence) de ces solutions plus artificielles.
Une des faiblesses de cette approche est qu’elle peut affecter la valeur obtenue pour les profils
moyens en x, z de p et de ∂yp. On en donne ainsi un exemple moyenne´s conditionnellement dans les
zones turbulente (Fig. A.1 (d,e)). Cette me´thode introduit des conditions de bord p = 0 en ±1 ainsi
qu’une amplitude relativement importante de p. Elle n’a cependant pas d’effet sur ∂x,z(p) ainsi que
sur ~v. A` cause des variations de p, la composante y du gradient de pression, ∂P/∂y a une amplitude
bien plus importante que ce que l’on peut de´terminer via d’autres proce´dures nume´riques [6] et ne
cadre pas avec le bilan de forces. En conse´quence, on ne peut pas effectuer le bilan de force dans la
direction y a` l’aide de ce code.
A.4 Organisation du code et inte´reˆt pour le traitement en
ligne
Malgre´ ces quelques particularite´s, le code ChannelFlow est particulie`rement inte´ressant en
raison de son organisation et de sa modularite´, rendus possibles graˆce a` son e´criture en C++. Ainsi,
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il s’est re´ve´le´ particulie`rement simple a` inte´grer dans un code plus large, ge´rant la discre´tisation en
espace et l’inte´gration en temps graˆce aux objets provenant de ChannelFlow (en particulier des
classes flowfield et DNS). On peut ainsi adjoindre des proce´dures de traitement en ligne (discrimina-
tion laminaire turbulent, moyennes conditionne´es), effectue´es a` chaque h/U sur les champs de vitesse
avec une certaine aisance et en gardant un code simple a` lire et a` modifier.
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Annexe B
Approximation polynomiale dans la
direction y
Pour la re´solution nume´rique des proble`mes aux valeur propre de type Orr–Sommerfld–Squire on
est conduit a` utiliser une discre´tisation en espace dans la direction y adapte´e a` la non-pe´riodicite´ des
conditions de bord. La de´marche usuelle consiste a` utiliser des polynoˆmes de Chebychev. Les avantages
de cette approche re´sident dans le fait que les polynoˆmes sont connus de manie`re exacte a` tout ordre,
et que les transformations re´elle/spectrale peuvent eˆtre faites a` l’aide des algorithmes de FFT [15].
Ils peuvent cependant compliquer l’imple´mentation des proble`mes, car il faut leur faire ve´rifier les
conditions de bord. On peut palier a` ce proble`me en utilisant des familles de polynoˆmes contenant
de´ja` ces conditions de bord. Lorsque la re´solution ne´cessaire est faible, ce type d’approximation a
tendance a` converger plus rapidement que des polynoˆmes de Chebychev.
B.1 Bases de fonctions
B.1.1 Principe et re´sultats ge´ne´raux
Les deux bases de polynoˆmes sur [−1; 1] ve´rifiant les conditions aux limites f(y = ±1) = 0
et f(y = ±1) = 0 , f ′(±1) = 0 peuvent eˆtre de´termine´es via le processus d’orthonomalisation de
Gram–Schmidt. On commence a` partir de la premie`re fonction des deux bases :
g0 = (1− y2)2
et
f0 = (1− y2) .
Les polynoˆmes suivantes peuvent eˆtre e´crits de manie`re ge´ne´rale :
gn = Pn(y)(1− y2)2 (B.1)
et
fn = Qn(1− y2) . (B.2)
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On introduit ainsi deux familles de polynoˆmes {Pn} et {Qn} lie´s simplement aux bases {gn} et {fn}.
Pour la proce´dure de Gram–Schmid, on utilise le produit scalaire naturel de l’espace de Hilbert
L2([−1, 1]) :
〈f |g〉 =
∫ 1
y=−1
dyf(y)g(y) .
Transformer la mesure dy en dy
√
1− y2 pre´senterait l’inte´reˆt de concentrer les points de collo-
cation (cf § B.2) pre`s du bord pour mieux re´soudre cette couche de me´lange. Cependant, on perd
alors l’expression analytique simple de ces polynoˆmes. De plus, l’instabilite´ se produisant autour de
y = 0, on a plutoˆt inte´reˆt a` bien re´soudre le centre du canal. On a naturellement orthogonalite´ entre
les polynoˆmes pairs n = 2p et impairs n = 2p+ 1. On peut donc les expliciter :
P2p =
1
z2p
(
y2p +
p−1∑
k=0
a2p2ky
2k
)
Q2p =
1
w2p
(
y2p +
p−1∑
k=0
b2p2ky
2k
)
,
P2p+1 =
1
z2p+1
(
y2p+1 +
p−1∑
k=0
a2p+12k+1y
2k+1
)
Q2p+1 =
1
w2p+1
(
y2p+1 +
p−1∑
k=0
b2p+12k+1y
2k+1
)
, .
avec z2p (resp. z2p+1) et w2p (resp. w2p+1) les normalisations des polynoˆmes {gn} et {fn} et les ank
et bnk les coefficients des polynoˆmes {Pn} et {Qn}. On peut exprimer explicitement les normalisations
a` l’aide de ces coefficients et des inte´grales I2l et J2l :
I2l =
∫ 1
y=−1
dyy2l(1− y2)4 = 768
32p5 + 400p4 + 1840p3 + 3800p2 + 3378p+ 945
,
J2l =
∫ 1
y=−1
dyy2l(1− y2)4 = 2 8
8p3 + 36p2 + 46p+ 15
.
On a ainsi pour {gn} :
z22p = I4p +
p−1∑
k=0
(
2I2k+2pa
2p
2k +
p−1∑
l=0
a2p2ka
2p
2l I2k+2l
)
et
z22p+1 = I4p+2 +
p−1∑
k=0
(
2a2p+12k+1I2p+2k+2 +
p−1∑
l=0
a2p+12k+1a
2p+1
2l+1 I2k+2l+1
)
.
Et pour {fn} on a :
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Figure B.1 – Exemple des premiers polynoˆmes pour les familles (a) {gn} et (b) {fn}.
w2p = J4p + 2
p−1∑
k=0
b2p2kJ2k+2p +
p−1∑
k=0
p−1∑
l=0
b2p2kb
2p
2l J2k+2l
et
w2p+1 = J4p+2 + 2
p−1∑
k=0
b2p+12k+1J2k+2p+2 +
p−1∑
k=0
p−1∑
l=0
b2p+12k+1b
2p+1
2l+1 J2k+2l+2 .
Les polynoˆmes {Pn} et {Qn} sont des polynoˆmes de Jacobi dont on trouve une expression litte´rale
dans la litte´rature [15]. On a ainsi :
Pn = J
n
4,4 =
1
2n
n∑
k=0
(
n+ 4
k
)(
n+ 4
n− k
)
(y − 1)k(y + 1)n−k
Qn = J
n
2,2 =
1
2n
n∑
k=0
(
n + 2
k
)(
n+ 2
n− k
)
(y − 1)k(y + 1)n−k .
Cependant cette expression est relativement lourde a` manipuler, et ne´cessite que chacun des termes
se compense (somme alterne´e) pour donner une bonne estimation de la fonction en tout point. Cela
est de plus en plus difficile a` mesure que l’ordre augmente a` cause des erreurs d’arrondis (pourtant
infe´rieures a` 10−16)
On donne des exemples des premiers polynoˆmes des bases {gn} (Fig. B.1 (a)) et {fn} (Fig. B.1
(b)). Le respect des conditions aux limites apparaˆıt clairement. La parite´s des polynoˆmes est alterne´e.
En excluant les ze´ros en ±1, leur nombre de racines correspond a` au degre´ de {Pn} et {Qn}. Les
polynoˆmes d’ordre pair sont invariants par l’ope´ration de syme´trie y ↔ −y, ceux d’ordre impair sont
anti syme´triques. Cela est attendu e´tant donne´e leur structure ne contenant respectivement que des
termes pairs ou impairs.
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B.1.2 Exemples des premiers polynoˆmes de la base
On peut de´terminer ”a` la main” les polynoˆmes des bases {fn} et {gn}, on pre´sente les premiers
ici.
Base {fn}
on donne les six premiers polynoˆmes (0 a` 5) de la base {fn} :
f0 =
√
15
4
(
1− y2) ,
f1 =
√
105
4
y
(
1− y2) ,
f2 =
21
√
5
8
(
y2 − 1
7
)(
1− y2) ,
f3 =
3
√
1155
8
(
y3 − 1
3
y
)(
1− y2) ,
f4 =
33
32
√
1365
2
(
y4 − 6
11
y2 +
1
33
)(
1− y2) ,
f5 =
429
32
√
35
2
(
y5 − 10
13
y3 +
15
143
y
)(
1− y2) .
On peut en de´duire explicitement l’expression des de´rive´es premie`res a` quatrie`me.
Base {gn}
on donne les six premiers polynoˆmes (0 a` 5) de la base {gn} :
g0 =
√
315
16
(1− y2)2 ,
g1 =
√
3465
16
y(1− y2)2 ,
g2 =
33
√
91
32
(y2 − 1
11
)(1− y2)2 ,
g3 =
39
√
385
32
(y3 − 3
13
y)(1− y2)2 ,
g4 =
195
√
1309
128
(y4 − 2
5
y2 +
1
65
)(1− y2)2 ,
g5 =
51
√
95095
128
(y5 − 10
17
y3 +
1
17
y)(1− y2)2 .
On peut en de´duire explicitement l’expression des de´rive´es premie`res a` quatrie`me.
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B.1.3 Formulation line´aire des polyoˆmes
La proce´dure de Gram-Schmid permet d’expliciter de manie`re syste´matique le proble`me line´aire
ve´rifie´ par les coefficients du polynoˆme 2p (respectivement 2p + 1) en fonction des coefficients des
polynoˆmes 2q (resp. 2q +1), q < p, en utilisant les relations d’orthogonalite´ entre les polynoˆmes. Les
polynoˆmes d’ordre pair et impair e´tant naturellement orthogonaux entre eux.
Ainsi, pour de´terminer de manie`re re´cursive les coefficients {ank} des polynoˆmes {Pn} :
En posant le vecteur A2p :
A2p =
({a2p2k}k∈[0;p−1])
et
B2p =

{I2p+2q + q−1∑
l=0
a2q2l I2p+2l
}
q∈[0;p−1]


et
M2p =

{I2k+2q + q−1∑
l=0
a2q2l I2k+2l
}
k,q∈[0;p−1]

 ,
on a :
A2p = (M2p)−1B2p .
Et, en posant le vecteur A2p+1 :
A2p+1 =
({a2p+12k+1}k∈[0;p−1])
puis
B2p+1 =

{I2p+2q+2 + q−1∑
l=0
a2q+12l+1 I2p+2l+2
}
q∈[0;p−1]


et finalement :
M2p+1 =

{I2k+2q+2 + q−1∑
l=0
a2q+12l+1 I2k+2l+2
}
k,q∈[0;p−1]

 ,
On a
A2p+1 = (M2p+1)−1B2p+1 .
Les matrices M2p et M2p+1 sont triangulaires, en effet :
M2pk,q = I2k+2q+
q−1∑
l=0
a2q2l I2k+2l =
∫ 1
y=−1
dy2k(1−y2)2y2q(1−y2)2+
q−1∑
l=0
a2q2l
∫ 1
y=−1
dy2k(1−y2)2y2l(1−y2)2 ,
soit
M2pk,q =
∫ 1
y=−1
dy
(
y2k(1− y2)2g2q
)
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Or y2k(1 − y2)2 est une combinaison line´aire des g2p pour 0 ≤ p ≤ k ainsi si k < q c’est une
combinaison line´aire de g2p , p 6= q tous orthogonaux a` g2q et donc donnant un produit scalaire nul.
On voit de la meˆme fac¸on que
M2p+1k,q =
∫ 1
y=−1
dy
(
y2k+1(1− y2)2g2q+1
)
,
ce qui permet de prouver la seconde affirmation.
De la meˆme manie`re, on peut de´terminer de manie`re syste´matique et re´cursive les coefficient bnk
des polynoˆmes {Qn}. les coefficients {b2p2k}k∈[0p−1] s’obtiennent a` partir des {b2q2l }l∈[0q−1], q < p : en
posant A2p2k = b
2p
2k,
B2pq = −
(
J2p+2q +
q−1∑
l=0
b2q2l J2p+2l
)
et
M2pk,q = J2k+2q +
q−1∑
l=0
b2q2l J2k+2l ,
on a :
A2p = M2p
−1
B2p .
Et les coefficients {b2p+12k+1}k∈[0p−1] s’obtiennent a` partir des {b2q+12l+1 }l∈[0q−1], q < p : en posant A2p+12k+1 =
b2p+12k+1,
B2p+12q+1 = −
(
J2p+2q+2 +
q−1∑
l=0
b2q+12l+1 J2p+2l+2
)
et
M2p+1k,q = J2k+2q+2 +
q−1∑
l=0
b2q+12l+1 J2k+2l+2 ,
on a :
A2p+1 = M2p+1
−1
B2p+1 .
On remarque que de manie`re ge´ne´rale, les Mq,q, et Bq de´croissent rapidement avec q, ce qui peut
rapidement poser un proble`me de conditionnement du proble`me nume´rique, d’une part a` cause de la
de´croissance rapide des I2n et J2n, d’autre part a` cause des compensations dans les sommes alterne´es
pre´sentes dans les Mk,q, et Bq. Comme ces deux quantite´s restent en bonne approximation du meˆme
ordre de grandeur lorsque q croˆıt, on passe du proble`me :
p−1∑
k=0
Mk,qAk −Bq = 0 , q ∈ [0, p− 1]
au proble`me :
p−1∑
k=0
Mk,qAk/Bq − 1 = 0 , q ∈ [0, p− 1] ,
Ce qui ame´liore fortement la convergence de l’inversion de M .
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B.2 Inte´gration nume´rique
La troncature de Galerkin des proble`mes aux valeurs propres tire´s des e´quations 2.6 et 2.7 (et
des suivants, pp. 19) permet de re´duire le proble`me continu en un proble`me line´aire discreˆt avec un
petit nombre d’e´quations. Ces proble`mes font apparaˆıtre un certain nombre d’inte´grales de fonctions
(ge´ne´ralement des polynoˆmes) inte´gre´es contre les fonctions de bases gn et fn. On fait de l’inte´gration
exacte : les inte´grales sont calcule´es nume´riquement a` l’aide des points de collocation adapte´s et des
poids correspondants.
Ainsi, pour une proce´dure de Galerkin a` l’ordre nb, On inte`gre des polynoˆmes de degre´ allant
jusqu’a` 2nb. On utilise les 2nb + 2 racines
1 of P2nb+2, {ygk} (resp. Q2n′b+2, {y
f
k}), On a un ensemble
de nb + 1 points x
g
k ≥ 0. Les nb + 1 poids (2nb + 2 syme´trique par rapport a` 0) ρgk verifient N + 1
e´quations :
0 = I2m − 2
nb+1∑
k=1
ρgky
g
k
2m
(1− ygk2)4
et respectivement :
0 = J2m − 2
nb+1∑
k=1
ρgky
f
k
2m
(1− yfk
2
)4 .
Les racines sont calcule´es nume´riquement a` l’aide de l’expression des polynoˆmes {gn} et {fn}. On
en donne un exemple sur la figure B.2 (a). Ils sont assez proches de points re´gulie`rements espace´s
(Points de collocation pour les modes de Fourier). La diffe´rence est assez fine et se fait sentir sur
les poids pour l’inte´gration. Une fois les racines connues, les poids sont extraits des deux proble`mes
line´aires pre´ce´dents. On en donne un exemple sur la figure B.2 (b). L’ensemble des poids obtenus est
tre`s re´gulier. Cette re´gularite´ se brise comple`tement si on fixe un choix de points arbitraires pour
l’inte´gration nume´rique, comme par exemple des points re´gulie`rement espace´s.
B.3 Convergence de l’approximation nume´rique
La proce´dure est d’abord teste´e et valide´e sur le cas simple d’un profil en tangente hyperbolique
ve´rifiant les conditions de bord, via l’analyse line´aire de l’e´quation d’Orr-Sommerfeld 2.8 (figure B.3
taux de croissance (a) et mode propres (b)). Les vitesses de groupe et de phase s’ave`rent eˆtre nulles
pour le mode le plus instable. Le cas conside´re´ est similaire a` des approches pre´ce´dentes [99], avec la
diffe´rence que des parois se trouvent en y = ±1. Le calcul du spectre et des modes propres s’ave`re
eˆtre cohe´rent avec les re´sultats dans des cas similaires. La convergence est exponentielle et ne´cessite
assez peu de modes : dans ce cas nb = 12 suffit. Le calcul correct du taux de croissance est le plus
exigent en terme de re´solution : la pulsation et les modes propres s’obtiennent avec moitie´ moins de
re´solution.
Des tests de convergence plus de´taille´s sont effectue´s sur le mode`le. On s’attend au pire pour
une proce´dure de ce type a` une convergence en puissance de 1/n (voir [15]), mais en pratique, la
convergence est exponentielle. Comme dans le cas de la tangente hyperbolique, la de´termination
1. Qui s’ave`rent re´elles et syme´triques par rapport a` 0, une caracte´ristique de ce type de polynoˆmes.
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Figure B.2 – Sur un exemple de re´solution nb donne´e : (a) Re´partition des points de collocation sur
[0 ;1]. (b) : Valeur des poids pour l’inte´gration nume´rique.
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Figure B.3 – Exemple de re´sultat sur un profil en tangente hyperbolique : (a) taux de croissance en
fonction du nombre d’onde. (b) : modes propres en fonction de y
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Figure B.4 – Test de convergence sur le mode`le (3.5) pp. 45. (a) : Taux de croissance en fonction
du nombre de polynoˆmes. (b) : erreur e (Eq. (B.3)) sur le taux de croissance en fonction du nombre
de polynoˆmes. (c) : erreur em (Eq. (B.4)) sur les modes propres en fonction du nombre de polynoˆmes
pre´cise du mode le plus instable (ou le moins stable) est la plus critique : la convergence des parties
re´elles et imaginaires de la valeur propre ainsi que du mode propre est assez similaire, cependant, σ
e´tant petit en valeur absolue, les erreurs absolue conduisent a` de grandes erreurs relatives, et peuvent
changer son signe, changeant de fait la conclusion (stabilite´/instabilite´) de la proce´dure. Une analyse
non-line´aire requiert de plus la de´termination du comportement de modes stables, cependant, leur
taux de croissance (ne´gatif) est moins sensible aux erreurs relatives.
A nouveau, pour des nombres de Reynolds pas trop grands, et des profils de base pas trop raides,
il est inte´ressant de noter que la proce´dure fonctionne correctement avec assez peu de modes (au
moins 7)
On de´finit deux erreurs pour suivre la convergence du calcul :
e(nb) =
1
kmaxmaxk(σ22)
∫ kmax
0
dk|σnb(k)− σ22(k)| , (B.3)
et
er,im(nb) =
√
1
4
∫ 1
−1
dy
(
Ar,inb(y)− Ar,i22(y)
)2
. (B.4)
On trace les re´sultats sur la figure B.4. Le nombre de modes minimal pour une bonne approxima-
tion est visible sur la figure (a), la convergence exponentielle est visible sur les figures (b) et (c). Les
modes propres ne´cessitent assez peu de modes (3, 4) pour eˆtre calcule´s avec pre´cision (figure B.4 (c)).
Les proble`mes concernant le calcul de σ sont clairement visibles sur la figure B.4 (a), en particulier
le changement de signe. Pour un nombre de modes trop faibles, le taux de croissance est largement
surestime´, une conse´quence de la mauvaise estimation des termes non diagonaux le couplant avec les
modes suivants.
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Annexe C
Fluctuations de longueur d’onde et
d’orientation : calcul du temps de
re´sidence et mode`le a` quatre variables
L’expression analytique du temps de premier passage (4.32), ou` le mode`le de Landau–Langevin a`
quatre e´quations couple´es utilise´ pour de´crire la compe´tition entre orientation et longueur d’onde [78]
peuvent eˆtre retrouve´s a` partir des premiers principes. On trouve des indications sur la re´solution de
ces proble`mes dans la litte´rature [98]. Dans cette annexe, on explicite la de´marche pour retrouver ces
re´sultats.
C.1 Re´solution de l’e´quation de Fokker–Planck en une di-
mension
Le comportement du syste`me a` deux variables |A±| et le saut de |A±| a` |A∓| peut eˆtre bien de´crit
par le comportement d’un syste`me a` une seule variable x, principalement parce que le syste`me suit
un chemin particulier dans le plan (|A+|, |A−|) lors d’un changement d’orientation. On explicite ici
le calcul du temps de premier passage entre un puis de potentiel et un autre en une dimension et
le calcul d’une expression analytique dans la limite ou` la barrie`re de potentiel a` franchir est grande
devant le bruit. Finalement on de´crit le comportement du temps de premier passage entre deux points
quelconques, entre le puis de potentiel et le col, pour appuyer la proce´dure de traitement propose´e
dans la section 4.1.3.
C.1.1 De´finitions
On conside`re un processus ale´atoire dans un potentiel V (x), avec un bruit ζ(t) de variance α2
(Eq. (4.8), pp. 107).
Une re´alisation de cette marche ale´atoire est donne´e par x(t), suivant une e´quation de Langevin :
dx
dt
= −∂xV + ζ(t)
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Le potentiel V a deux minima en a et c, et un point selle en b. On veut expliciter le temps
moyen τ pris pour aller de z a` c, ou temps de vie dans l’e´tat autour du point z. Cette question est
traite´e plus simplement en terme de probabilite´s. La distribution de temps de vie est fz(t), on a donc
τ =
∫
dt tfz(t). Tous les temps seront adimentionne´s par τ0. Cette quantite´ sera re´introduite dans
les expressions finales en fonction des parame`tres effectifs du syste`me. Pour les comparaisons entre
mode`le asymptotique et inte´gration du mode`le de Langevin, on prendra τ0 = 1.
Si on conside`re la transforme´e de Laplace de f , on a
fˆ(s) =
∫
dt e−stf(t) . (C.1)
En particulier :
fˆ ′(s) = −
∫
dt te−stf(t) ,
d’ou` τ = −fˆ ′(0). On travaillera avec les transforme´es de Laplace (note´s avec un hat).
La probabilite´ d’eˆtre en x a` t en partant de z est P (x, t|z), avec P (x, 0|z) = δ(x− z) ; la densite´
de probabilite´ d’e´quilibre est note´e P eq(x). L’e´quation de Fokker–Planck de´crivant l’e´volution de la
pdf est :
∂tP (x, t|z) = ∂x
(
∂xV +
α2
2
∂x
)
P (x, t|z) . (C.2)
En transforme´e de Laplace, avec Pˆ (x, s|z) = ∫ dt exp(−ts)P (x, t|z), on aura, a` l’aide d’une inte´gration
par parties :∫
dt e−st∂tP (x, t|z) =
[
P (x, t|z)e−st]+∞
0
−
∫
dt (−s)e−stP (x, t|z) = −δ(x− z) + sPˆ (x, s|z) .
On posera :
Pˆ (x, s|z) = ψˆ(x, s, |z) + 1
s
P eq(x) . (C.3)
Le premier terme repre´sente la transforme´e de Laplace de l’e´cart a` la pdf d’e´quilibre, et le second est
la transforme´e de Laplace de la pdf d’e´quilibre. L’ensemble du proble`me s’e´crit plus simplement en
terme de cette fonction ψˆ.
On a un certain nombre de re´sultats ge´ne´raux servant dans la suite. La pdf a` l’e´quilibre s’e´crit
simplement : P eq(x) ∝ exp(−2V/α2), elle ve´rifie l’e´quation de Fokker–Planck a` l’e´quilibre : 0 =
∂x(V )P
eq + α
2
2
∂xP
eq. L’inte´grale sur l’ensemble du domaine donne :∫
dx Pˆ (x, s|z) =
∫
dx ψˆ(x, s|z) + 1
s
,
e´tant donne´e la normalisation de P eq, et en inversant les deux inte´grales :∫
dt e−st
∫
dxP (x, t|z) =
∫
dt e−st =
1
s
=
1
s
+
∫
dx ψˆ(x, s|z) ,
d’ou`
∫
dxψˆ = 0.
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C.1.2 renewal equation
On veut faire le lien entre le temps de premier passage et les pdf, les secondes pouvant eˆtre
estime´es a` partir de l’e´quation de Fokker–Planck.
On conside`re donc notre processus ale´atoire P , ainsi qu’un processus similaire Q, tel que Q(x ≥
c, t|z) = 0, i.e un processus qui ne va pas plus loin que c. Ainsi, la probabilite´ d’eˆtre en x ≤ a` un
temps donne´ est d’y aller directement plus celle d’y aller en passant par c, qu’on peut re´e´crire en la
probabilite´ d’y aller directement en un temps t′, fz(t′), puis d’aller de c en x en un temps t− t′, soit :
P (x, t|z) = Q(x, t|z) +
∫ t
0
dt′ fz(t′)P (x, t− t′|c) .
En prennant x = c, on obtient :
P (c, t|z) =
∫ t
0
dt′ fz(t′)P (c, t− t′|c) . (C.4)
On conside`re donc la probabilite´ d’eˆtre en c en partant de z au bout d’un temps t. On en prend la
transforme´e de Laplace, le second terme e´tant un produit de convolution, il donne alors le produit
des transforme´es de Laplace, d’ou` :
fˆz(s) =
Pˆ (c, s|z)
Pˆ (c, s|c) .
Comme on a τz = −fˆ ′z(0), on e´crit le rapport de transforme´es de Laplace en fonction de ψˆ et P eq :
fˆ ′z(s) =
(
ψˆ′(c, s|z)− 1
s2
P eq(c)
)(
ψˆ(c, s|c) + 1
s
P eq(c)
)
−
(
ψˆ′(c, s|c)− 1
s2
P eq(c)
)(
ψˆ(c, s|z) + 1
s
P eq(c)
)
(ψˆ(c, s|c) + 1
s
P eq(c))2
,
c’est a` dire :
fˆ ′z(s) =
1
(ψˆ(c, s|c) + 1
s
P eq(c))2
(
1
s2
P eq(c)
(
ψˆ(c, s|z)− ψˆ(c, s|c)
)
+
1
s
P eq(c)
(
ψˆ′(c, s|z)− ψˆ′(c, s|c)
)
+
(
ψˆ′(c, s|z)ψˆ(c, s|c)− ψˆ′(c, s|c)ψˆ(c, s|z)
))
.
Puis en multipliant le nume´rateur et le de´nominateur par s2 et en prenant la limite s→ 0, on obtient :
τz = −fˆ ′z(0) =
ψˆ(c, 0|c)− ψˆ(c, 0|z)
P eq(c)
. (C.5)
C.1.3 expression ge´ne´rale en une dimension
Il faut re´soudre l’e´quation de Fokker–Planck pour en extraire ψˆ(x, 0|z), a` s = 0. L’e´quation de
Fokker–Planck donne en transforme´e de Laplace :
−δ(x− z) + P eq(x) + sψˆ(x, s|z) = ∂x
(
V ′ +
α2
2
∂x
)
ψˆ(x, s|z) ,
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d’ou` :
−δ(x− z) + P eq(x) = ∂x
(
V ′(x) +
α2
2
∂x
)
ψˆ(x, 0|z) .
On la re´sout directement pour : ∆(x, c, z) = ψˆ(x, 0|c) − ψˆ(x, 0, z). D’apre`s l’e´quation (C.5) on a :
τ = ∆(c, c, z)/P (c).
On a :
−δ(x− c) + δ(x− z) = ∂x
(
∂xV +
α2
2
∂x
)
∆(x, c, z) .
Cette e´quations a des singularite´s en z et en c, on la re´sout par la me´thodes classiques consistant
a` la traiter normalement sur les intervalles sans discontinuite´s et a` utiliser des relations de passages
entre chaque intervalle. Ainsi, cette e´quation est bien de´finie sur les trois intervalles ] −∞; z[, ]z; c[
et ]c; +∞[ On a donc trois constantes (de x) A, B et C telles que :

x < z A = V ′(x)∆ + α
2
2
∂x∆
z < x < c B = V ′(x)∆ + α
2
2
∂x∆
c < x C = V ′(x)∆ + α
2
2
∂x∆
.
On a A = C = 0 : ∆ et ∂x∆ tendent vers 0 a` l’infini (ou au bord du domaine de de´finition le cas
e´che´ant), car P (x, t|z) puis ψˆ(x, s|z) (ainsi que leur de´rive´e premie`re) tendent vers 0 quand x→∞.
On peut faire le lien entre ces constantes a` l’aide d’e´quations inte´gre´es autour des singularite´s en
z et en c. Ainsi, en inte´grant entre z − ǫ et z + ǫ ainsi qu’entre c − ǫ et c − ǫ, puis en passant a` la
limite ǫ→ 0, on trouve les relations de passage :{
1 = V (z)∆ + α
2
2
(∂x∆)(z, c, z)
−1 = V (z)∆ + α2
2
(∂x∆)(c, c, z)
.
Ce qui impose que B = 1 (par continuite´ en z), les deux e´quations e´tants e´quivalentes, en les
explicitant :
 1 = V (z)
(
ψˆ(z, 0|c)− ψˆ(z, 0|z)
)
+ α
2
2
(
(∂xψˆ)(z, 0|c)− (∂xψˆ)(z, 0|z))
)
−1 = V (c)
(
ψˆ(c, 0|c)− ψˆ(c, 0|z)
)
+ α
2
2
(
(∂xψˆ)(c, 0|c)− (∂xψˆ)(c, 0|z))
) .
Pour x < z et x > c, on a :
∂x(V )∆ +
α2
2
∂x∆ = 0 .
Soit ∆ ∝ exp(−2V/α2) ∝ P eq(x), i.e., ∆ = aP eq pour x < z et ∆ = a˜P eq pour x > c avec a et a˜ a`
de´terminer.
Pour z < x < c, on pose ∆ = P eqλ(x), λ ve´rifie alors :
∂xλ =
2
α2P eq(x)
,
soit en inte´grant :
λ(x) = λ(z) +
2
α2
∫ x
z
dx′
1
P eq(x)
.
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On a λ(z) = a, et en c, on a :
a˜P eq(c) = aP eq(c) +
2P eq(c)
α2
∫ c
z
dx′
1
P eq(x′)
.
Il reste alors la constante a a` de´terminer, car τ = ∆(c, c, z). En faisant le bilan :

x < z ∆ = aP eq(x)
z < x < c ∆ = aP eq(x) + 2P
eq(x)
α2
∫ x
z
dx′ 1
P eq(x′)
c < x ∆ = aP eq(x) + 2P
eq(x)
α2
∫ c
z
dx′ 1
P eq(x′)
.
En utilisant le fait que
∫
dxψˆ = 0, on a
∫
dx∆ = 0, soit :
0 = a
∫ z
−∞
dxP eq(x) +
∫ c
z
dxP eq(x) +
∫ +∞
c
dxP eq(x)︸ ︷︷ ︸
=1
+
2
α2
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
∫ ∞
c
dxP eq(x) +
2
α2
∫ c
z
dxP eq(x)
∫ x
z
dx′
1
P eq(x′)
,
soit :
a = − 2
α2
∈cz dxP eq(x)
∫ x
z
dx
1
P eq(x′)
+
∫ +∞
c
dxP eq(x)
∫ c
z
dx
1
P eq(x)︸ ︷︷ ︸
a′
.
Et on a :
τ = aP eq(c) +
2P eq(c)
α2
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
. (C.6)
S’en suivent un certain nombre de manipulations sur les inte´grales pour les mettre dans une forme
plus lisible. On peut re´e´crire :
α2τ
2
= a′ +
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
,
i.e. 1
=
∫ c
z
dx
P eq(x)︸ ︷︷ ︸
I1
+
∫ c
z
dx
P eq(x)

 −1︸︷︷︸
I1
+
∫ z
−∞
dxP eq(x) +
∫ c
z
dxP eq(x)︸ ︷︷ ︸
I2


+
∫ c
z
dxP eq(x)
∫ c
x
dx′
P eq(x′)
−
∫ c
z
dxP eq(x)
∫ c
z
dx
P eq(x)︸ ︷︷ ︸
I2
,
soit
α2τ
2
=
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
∫ z
−∞
dxP eq(x) +
∫ c
z
dxP eq(x)
∫ c
x
dx′
1
P eq(x′)
.
1. On est ici contraint de condenser les notations...
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On obtient finalement :
τz =
2
α2
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
∫ x
−∞
dx′ P eq(x′) ,
qu’on approxime le´ge`rement :
τz =
2
α2
∫ c
z
dx
1
P eq(x)


∫ b
−∞
dx′ P eq(x′) +
∫ x
−b
dx′ P eq(x′)︸ ︷︷ ︸
≃0

 ,
b e´tant le point col du potentiel V . La seconde inte´gralle est ne´gligeable, la pdf prenant des valeurs
importantes loin du point selle.
On a alors :
τz =
2
α2
∫ c
z
dx
1
P eq(x)
(∫ b
−∞
dx′ P eq(x′)
)
. (C.7)
C.1.4 me´thode du col
On conside`re les points c et z syme´triques par rapport au point col b, on a alors :∫ b
−∞
dx′ P eq(x′) =
1
2
.
Il reste a` estimer :∫ c
z
dx
1
P eq(x)
= 2
(∫ b
−∞
dx exp(−2V (x)
α2
)
)
︸ ︷︷ ︸
1/Z
(∫ c
z
dx exp 2
2V (x)
α2
)
.
La premie`re inte´grale est estime´e par une me´thode du col autour de z ou c (minimum de V ), la
seconde autour de b (col de V ).
On a alors, classiquement :
exp
(
−2V (c)
α2
)∫ +∞
−∞
dx exp(−(x− c)
2V ′′(c)
α2
) =
√
πα2√
V ′′(c)
exp
(
−2V (c)
α2
)
,
car
∫∞
0
dx exp(−x2/σ) = √π2√σ, idem pour la seconde inte´grale, ce qui donne, les α2/2 se simplifiant,
idem pour le 2 et le 1/2 :
2π√|V ′′(b)|V ′′(z) exp
(
2(V (b)− V (z))
α2
)
. (C.8)
Une estimation de la limite de validite´ de cette approximation requiert, comme pour le crite`re de
Ginzburg effectif (Eq. (4.24), pp 115), une estimation de τ a` l’ordre suivant. On donne un ordre d’ide´e
de ces diffe´rents comportements sur la figure C.1 sur un mode`le unidimensionnel : V = −ǫx2/2+gx4/4
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Figure C.1 – (a) Valeur asymptotique et calcul exact en fonction de la distance au point col (carre´),
(b) Formule asymptotique, calcul exact et approximation lineaire en line´aire-logarithmique, (c) :
Rapport entre l’asymptotique et l’exact en fonction de α, en logarithmique.
sur lequel une estimation nume´rique comple`te peut eˆtre faite. On e´tudie d’abord l’e´volution du temps
moyen de premier passage en fonction de la distance au “point d’arrive´e” au carre´, qui correspond
a` la de´pendance du temps de premier passage moyen en fonction de s2 dans les simulations de
Navier–Stokes ou du mode`le de Landau–Langevin (Fig. C.1(a)). Il apparaˆıt croissance monotone, du
meˆme type que celle trouve´e dans les simulations (Fig. 4.8, pp. 104, Fig. 4.18, pp. 126), mais on ne
peut pas en tirer de tendance simple (line´aire ou autre). Une approximation line´aire est cependant
acceptable. On compare ensuite l’expression exacte a` l’expression asymptotique en fonction de ǫ, on
met clairement en e´vidence la limite de la me´thode du col, qui semble de´vier des re´sultats exact pour
des valeurs de ǫ voisine du minimum du temps de vie asymptotique (on peut estimer grossie`rement
la limite de validite´ a` l’aide de ce crite`re.) Finalement, on remarque que pour les grandes valeurs de
ǫ, le rapport entre le temps exact et l’expression asymptotique est constant, proche de 1 (figure C.1
(c), en logarithmique) et peu de´pendant de la valeur de α.
On prend garde au fait que l’estimation du temps de premier passage en une dimension ne´glige
la forme exacte du paysage e´nerge´tique, qui vient apporter des facteurs correctifs multiplicatifs.
C.2 Mode`le a` quatre variables
On de´rive un mode`le de quatre e´quations de Landau couple´es, a` partir du mode`le de Ginzburg–
Landau. Cela correspond a` la compe´tition entre deux longueurs d’ondes, par exemple. On part d’une
situation faiblement non line´aire, valable dans la meˆme gamme de parame`tres que pour la compe´tition
entre deux orientation. Ainsi, on peut donner une base plus solide aux e´quations propose´e pour ce
cas [78]. On part de la description du potentiel (4.9) (pp. 4.9), en taille finie.
On a V = Vquad + Vquart, avec :
Vquad =
1
LxLz
∫
dxdz
(
− ǫ
2
(|A+|2 + |A−|2)+ ξ2x
2
(
(∂xA
r
+)
2 + (∂xA
i
+)
2 + (∂xA
r
−)
2 + (∂xA
i
−)
2
)
+
ξ2z
2
(
(∂zA
r
+)
2 + (∂zA
i
z)
2 + (∂zA
r
−)
2 + (∂zA
i
−)
2
))
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et
Vquart =
1
LxLz
∫
dxdz
g1
4
(|A+|4 + |A−|4)+ g2
2
|A+|2|A−|2 ,
La partie quadratique se re´e´crit sans trop de proble`mes via Parseval :
Vquad =
1
LxLz
∑
δkx,δkz
(
− ǫ
2
+ ξ2xδk
2
x + ξ
2
zδk
2
z
) (|A+|2(δkx, δkz) + |A−|2(δkx, δkz)) ,
tandis que la partie quartique est plus proble´matique. On peut la traiter de manie`re ge´ne´rale en se
rappelant que
A± =
∑
nx>0,nz>0
A±(nx, nz) exp
(
i
(
2πnxx
Lx
− kcx
)
+ i
(
2πnz
Lz
− kcz
))
On se limitera ici a` deux modes, mais on peut ge´ne´raliser l’approche a` tous les modes. On prendra
ces deux modes B et C selon z, mais le cas en x se traite de manie`re syme´trique (on de´multiplierait
les termes de couplage, qui ont tous la meˆme signification). On a alors
|A±|2 = |C±|2 + |B2±|2 + C±B¯± exp
(
2iπz
Lz
)
+ C¯±B± exp
(
−2iπz
Lz
)
.
Ce qui donne pour le premier terme quartique
|A±|4 = |C±|4 + |B±|4 + 4|C±|2|B±|2(B±C¯±)2 exp
(
4iπz
Lz
)
+ (B¯±C±)2 exp
(
−4iπz
Lz
)
+2
(|C±|2 + |B±|2)(C±B¯± exp(2iπz
Lz
)
+ C¯±B± exp
(
−2iπz
Lz
))
,
qui inte´gre´ sur x et z, donne :
|C±|4 + |B±|4 + 4|C±|2|B±|2
et pour le second terme quartique
|A+|2|A−|2 = |C+|2|C−|2 + |B+|2|B−|2 + |C+|2|B−|2 + |B+|2|C−|2 + C+B¯+C−B¯− +B+C¯+B−C¯−
+
(|C±|2 + |B±|2)(B∓C¯∓ exp(∓2iπz
Lz
)
+ C∓B¯∓ exp
(
±2iπz
Lz
))
+C+B¯+C¯−B− exp
(
4iπz
Lz
)
+ C¯+B+B¯−C− exp
(
−4iπz
Lz
)
,
qui inte´gre´, donne :
|A+|2|A−|2 = |C+|2|C−|2 + |B+|2|B−|2 + |C+|2|B−|2 + |B+|2|C−|2 + C+B¯+C−B¯− +B+C¯+B−C¯−
Cela permet d’e´crire le potentiel correspondant a` la compe´tition entre deux modes (et leurs deux
orientations) qui ont des ǫC = ǫ+ξ
2
xδk
2
x,C+ξ
2
zδk
2
z,C et ǫB = ǫ+ξ
2
xδk
2
x,B+ξ
2
zδk
2
z,B positifs, dans la meˆme
limite ǫ petit ou` l’on a e´crit le potentiel correspondant a` la compe´tition entre deux orientations. En
gardant un seul ǫ positif, on retombe sur le mode`le de Landau classique.
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On peut traiter ce mode`le de manie`re potentielle, en de´terminant la position des minima, des
points cols, et leur stabilite´ . La de´termination des temps de premier passage s’alourdit grandement,
car il y a maintenant 6 cols, non syme´triques, avec deux sens de passage pour chacun. La comparaison
avec les donne´es nume´riques est difficile, principalement parce que l’on aura de´termine´ un temps de
re´sidence. Dans ce potentiel, le seul terme inhabituel est C+B¯+C−B¯− + B+C¯+B−C¯−. Il s’agit d’un
terme qui a que tre`s rarement du poids, et qui contient le fait que la syme´trie A± → A± exp(iφ) se
fait sur l’ensemble du champ, c’est a` dire sur chacun des modes en meˆme temps.
C.3 Remarques sur les processus sans me´moire
On pre´sente souvent la loi de Poisson comme re´gissant un processus ale´toire discret, pour lequel le
syste`me passe d’un e´tat 1 vers un e´tat 2 avec un taux de probabilite´ de transition w1→2 = 1τ constant
dans le temps. Ainsi, en e´crivant une e´quation d’e´volution du type e´quation maˆıtresse/Chapman–
Kolmogorov, la probabilite´ d’eˆtre dans l’e´tat 1 a` t + dt (dt petit devant τ), P1(t + dt) (en y e´tant
depuis t = 0) ve´rifie :
P1(t+ dt) = (1− w1→2dt)P1(t) ,
Le coefficient w1→2dt correspondant a` la probabilite´ de passer de l’e´tat 1 vers l’e´tat 2 pendant dt.
1− w1→2dt correspond alors a` la probabilite´ d’y rester. En passant a` la limite dt→ 0, on obtient :
∂tP1(t) = −w1→2P1(t) .
En re´solvant et en appliquant la normalisation de P1, on a :
P1(t) =
e−t/τ
τ
,
soit la fameuse loi de Poisson.
Toute la de´rivation pre´ce´dente se fait en conside´rant deux e´tats discrets, en oubliant le de´tail de
l’e´volution continue des pdf entre 1 et 2. Ainsi, face a` un syste`me pre´sentant une distribution de temps
de vie de type Poisson, on affirme qu’il a un taux de transition constant, inde´pendant de l’histoire
e´coule´e, et on peut eˆtre tente´ de dire, vu de l’exte´rieur, qu’il s’agit d’un processus sans me´moire, au
sens ou` si l’on suit la dynamique laˆche le syste`me dans l’e´tat 1, le taux de probabilite´ de saut sera le
meˆme quelque soit le temps passe´ dans cet e´tat.
En pratique, il convient de distinguer les cas ou` le syste`me garde parfaitement la me´moire du
temps e´coule´. C’est le cas a` chaque fois qu’on peut e´crire de manie`re explicite l’e´volution en temps
de´taille´e, et continue (entre 1 et 2) de la pdf du syste`me. On peut citer notre exemple, qui suit une
e´quation de Fokker–Planck, avec une barrie`re de potentiel a` franchir graˆce au bruit, et un exemple
plus historique, celui de la de´sinte´gration radioactive, d’abord de´crite phe´nome´nologiquement, qui se
comprend a` tempe´rature nulle comme le franchissement d’une barrie`re de potentiel, par effet tunnel,
la pdf du syste`me suivant une e´quation de Schro¨dinger (relativement similaire a` celle de Fokker-
Planck), l’approche probabiliste e´tant purement quantique. Dans les deux cas, il y a un flux net de
densite´ de probabilite´ : le centre de la pdf se de´place dans le temps de 1 vers 2. En terme de se´ries
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temporelles, cela se traduit par des excursions plus ou moins lointaines et fre´quentes et un e´ventuel
de´part.
De la meˆme manie`re on peut arguer que les distributions de temps de vie de l’e´tat turbulent
correspondent a` un processus de Poisson qui a une certaine me´moire : si le syste`me peut eˆtre de´crit
en meˆmes termes probabilistes que les changements d’orientation et de longueur d’onde [78].
Annexe D
Un mode`le-jouet inabouti
D.1 Motivation et principe
L’approche la plus brutale de mode´lisation consiste a` construire un mode`le analytique ou nume´rique
simple s’ajustant aux observations, avec pour principal but de cre´er un cadre dans lequel les ratio-
naliser. Ainsi, une fois le cadre choisi, les de´tails du mode`le ou des quantite´s mesure´es peuvent eˆtres
affine´s graˆce a` l’aller-retour entre mode`le et expe´rience.
L’approche suivie ici a une base tre`s visuelle. De`s l’approche en terme de MFU ou les premie`res
expe´riences, on a remarque´ que les vortex longitudinaux et les streaks de vx sont les principales
briques de la turbulence de paroi. Une des premie`res question a e´te´ de comprendre le lien entre eux,
a` laquelle la re´ponse a e´te´ apporte´e par le cycle auto-entretenu. En passant a` l’e´chelle supe´rieure, la
cohabitation turbulente fait apparaˆıtre streaks et vortex, et que la plupart des processus repe´re´s se
font par mort/cre´ation de ces unite´s (ou groupes d’unite´s), que cela soit en bordure de spot ou au
centre d’une bande. De plus, sur des porte´es en z assez moyenne, l’e´coulement moyen et l’advection
des perturbations favorise un de´calage en x de streaks voisins en z et semble favoriser une distance
minimale en x entre deux streaks (§ 3).
On simplifie alors drastiquement l’e´coulement. On garde le streak comme brique de base de la
turbulence, ce faisant, on fait disparaˆıtre les streamwise vortices dans les interactions et processus
re´gissant le comportement des streaks. En effet, les seconds sont a` une e´chelle en x infe´rieure aux
premiers (Fig. D.1 (a)), tandis qu’ils sont de la meˆme taille dans la direction z (Fig. D.1 (b)). Si une
description comprenant streaks et vortex peut eˆtre compare´e a` de´crire les atomes par noyau et nuage
e´lectronique, notre approche consiste a` de´crire l’atome en entier comme un dipoˆle e´lectrique interagis-
sant avec les autres. On simplifie aussi drastiquement l’organisation en espace en la discre´tisant. On a
ainsi une ou deux positions possibles en y, et un re´seau en x et z. Les streaks sont suppose´s de longueur
en x fixe´e, leur largeur en z correspondant au pas du re´seau. Les re´sultats sur la cre´ation/destruction
en apparence stochastique des streaks consolide l’approche discre`te et une approche stochastique et
statistique de leur comportement. On suppose ainsi les streaks non-interpe´ne´trable en interaction de
porte´e finie dans les direction x, y et z, qu’on de´crira par un potentiel effectif V , le tout place´ dans
un bruit blanc. Dans toute la suite le mot streak est utilise´ par un certain abus de langage. Il s’agit
de l’e´le´ment de base de notre mode`le, qui a une certaine distance avec le comportement continu de
l’e´coulement turbulent.
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Figure D.1 – Fonctions de corre´lation du champ de vitesse vx et de la vorticite´ longitudinale ωx
(dans tout l’e´coulement et masque´e dans les zones interme´diaires et turbulentes) : (a) en fonction de
δx, (b) en fonction de δz.
On gardera toujours le meˆme type de principe dans l’interaction entre streaks, guide´s par la
connaissance de l’e´coulement. Dans la direction x, elle sera re´pulsive jusqu’a` une certaine distance
dx, puis faiblement attractive. Cette partie du potentiel peut eˆtre en (δx − dx)2 (ou plus complexe),
en posant δx la distance entre deux streaks conse´cutifs de meˆme z. Elle sera toujours attractive dans
la direction z, a` moyenne porte´e (de l’ordre de quelque streaks), favorisant toujours un le´ger de´calage
en x entre deux streaks voisin, en accord avec leur voisinage. Si on note δ1z et δ
2
z , le de´calage en x d’un
streak avec ses premiers et seconds voisins en z, le potentiel contient des termes du type (δ1,2z −d1,2z )2.
En y, on favorisera toujours la superposition de deux streaks, avec un le´ger de´calage en x (lorsque l’on
choisit d’avoir deux positions, y = ±0.5). Ainsi, pour deux streaks de meˆme z, mais de y diffe´rent, on
note δy leur de´calage en x, le potentiel contient alors un terme du type (δy − dy)2. Jusqu’a` pre´sent,
le de´tail du potentiel d’interaction est totalement ad hoc.
On s’inte´resse tant a` la dynamique qu’au comportement moyen de ce type de mode`le. E´tant donne´
le cadre (interaction entre unite´s non interpe´ne´trable, sur un re´seau, avec une e´volution ale´atoire),
on utilisera les outils de la simulation en physique statistique.
D.2 Organisation de la simulation
D.2.1 ide´e ge´ne´rale
E´tant donne´ le cadre statistique et le type de mode`le potentiel, une simulation de type Monte–
Carlo–Metropolis est adapte´e. Elle peut se transposer a` une situation ou` l’on ne dispose pas d’un
potentiel effectif pour chaque configuration, mais juste des taux de probabilite´s pour chaque type
d’e´ve`nement. On commencera chaque simulation par une situation entie`rement turbulente, dans la-
quelle le domaine est remplis de streaks, qui e´voluera, avec la dynamique artificielle de Monte–Carlo
vers le voisinage de son e´quilibre.
A chaque temps, l’e´tat du syste`me est repre´sente´ par un champ (discre´tise´, sur les pas du re´seau),
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure D.2 – (a,b,c) Exemples de niveaux de couleur de champs correspondant a` trois re´gimes
de parame`tres diffe´rents, donnant trois types de comportement qualitativement diffe´rents. Le bleu
correspond a` du vide, les gammes de jaune a` rouge correspond a` des streaks, les valeurs du champ de
streaks sont multiplie´es par 10 pour faire une plus grande diffe´rence avec le 0. (d,e,f) Se´ries temporelle
de F lors du remplissage et de la simulation, correspondant respectivement aux visualisations (a,b,c).
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contenant des valeurs nulles si la position est vide et non-nulle lorsqu’un streak est pre´sent, sur un
domaine pe´riodique de taille Lx×Lz . Par commodite´, les valeurs non-nulles vont de 1 a` l (la longueur
entie`re du streak), croissant dans le sens des x croissants si y > 0 ou dans le sens des x de´croissant
si y < 0. On en donne des exemples en niveaux de couleur sur la figure D.2 (a,b,c). La longueur
l des streaks est toujours un sous-multiple de la taille du domaine Lx. Cela` est pratique pour le
de´placement des streaks et la ve´rification de la non-interpe´ne´tration. De ce champ, on calcule une
fraction turbulente, somme du nombre de sites occupe´s sur le nombre total de sites.
D.2.2 Condition initiale
La premie`re e´tape re´alise´e avant toute simulation consiste en un remplissage du domaine avec des
streaks. Elle dure jusqu’a` ce que la fraction turbulente atteigne le voisinage de l’unite´. Le remplissage
se fait comme suit :
– A` chaque pas de temps, on tire un e´ve`nement : placer un streak ou` en de´placer un, chacun avec
une probabilite´s 0.5.
– Dans l’e´ventualite´ placer :
– On tire une position ale´atoirement, qui correspond a` l’origine du streak. pour y > 0 le streak
s’e´tendra vers les x croissants a` partir de cette position, pour les y < 0 c’est le contraire.
– On ve´rifie qu’il y a de la place, le cas e´che´ant, on place le streak, sinon, on ne fait rien.
– On passe ensuite au pas de temps suivant
– Dans l’e´ventualite´ de´placer :
– On tire une position ale´atoirement. S’il n’y a pas de streak, on ne fait rien et on passe au pas
de temps suivant.
– S’il y a un streak, on ve´rifie si la case directement devant (pour y > 0) ou derrie`re (pour
y < 0) est vide, le cas e´che´ant, on de´place le streak, sinon, on ne fait rien.
– On passe ensuite au pas de temps suivant.
Le de´placement est la` pour permettre au taux de remplissage d’atteindre 1, car dans le cas d’un
proble`me du type parking sans de´placement, on sait en effet que le remplissage moyen est strictement
infe´rieur a` 1. On peut voir l’e´volution de la fraction turbulente lors du remplissage sur les figures D.2
(d,e,f) pour T ≤ 7.5 × 105. Le remplissage est de plus en plus lent a` mesure que F croˆıt : il s’agit
rapidement de libe´rer de la place pour pouvoir placer de nouveaux streaks.
D.2.3 Simulation
Une fois le remplissage fait, on passe a` la simulation proprement dite. On proce`de comme suit :
– A` chaque pas de temps, on tire ale´atoirement un type d’e´ve`nement : de´placement, retrait, ou
placement d’un streak, chacun avec une probabilite´ un tiers. Ainsi, a` chaque pas de temps, on
propose une modification de l’e´tat du syste`me. On introduit donc un second champ : le syste`me
modifie´ par l’e´ve`nement propose´. Si la dynamique nous fait choisir cette modification, le champ
repre´sentant le syste`me devient ce champ modifie´, sinon, il ne change pas.
– Dans le cas d’un e´ve`nement de´placement :
– On tire une position ale´atoirement, et on ve´rifie que le de´placement est possible, comme pour
l’e´tape remplissage. Sinon on ne fait rien.
– Si cela est possible, on fait la modification de´placement dans le second champ.
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– Dans le cas d’un e´ve`nement retrait :
– On tire une position ale´atoirement et on ve´rifie qu’il y a un streak. S’il n’y en a pas, on ne
fait rien.
– S’il y a un streak, on fait la modification retrait dans le second champ.
– Dans le cas d’un e´ve`nement placement :
– On tire une position de remplissage ale´atoirement, et on ve´rifie que le placement est possible,
comme dans l’e´tape de remplissage. S’il n’est pas possible, on ne fait rien.
– Si elle est possible, on fait la modification dans le second champ.
– On de´termine la valeur du potentiel dans la situation avant (V0) et apre`s (V1) la modification
– On tire un nombre a ale´atoirement entre 0 et 1 qu’on compare a` b = exp((V0 − V1)/α). S’il
b/a > 1, le changement est accepte´, sinon on ne fait rien.
– On passe ensuite au pas de temps suivant.
On fait avancer cette dynamique artificielle aussi longtemps que ne´cessaire pour rejoindre le voi-
sinage d’un e´tat apparemment statistiquement permanent, que l’on examine.
D.3 Quelques resultats
Tel quel, ce mode`le contient encore beaucoup de parame`tres sur lesquels on peut jouer (en plus de
la longueur des streaks et la taille du domaine), mais on peut quand meˆme trouver quelque situations
types.
On peut obtenir une coexistence vide/streaks, dans laquelle l’organisation est particulie`rement
oblique. On en donne un exemple sur la figure D.2 (a, exemple de champ, d, fraction turbulente). La
fraction turbulente tombe tre`s vite vers le voisinage d’un e´quilibre et fluctue assez peu. Du point de
vue de l’organisation, cela correspond a` un syste`me ou` les trous ont une taille tre`s re´gulie`re dans la
direction x. Les streaks sont tous de´cale´s les uns par rapport aux autres, ce qui donne une obliquite´
a` l’organisation : on a des traces de bandes, avec tout de meˆme des de´fauts : ruptures d’orientation,
fusions entre deux bandes etc.
On peut obtenir un domaine se vidant, avec quelque alignements de streaks. On en donne un
exemple sur la figure D.2 (b, exemple de champ, e, fraction turbulente). Dans ce cas pre´cis, la fraction
turbulente suit un long transitoire qui semble converger vers une valeur finie. Le syste`me prend le
temps de se vider. D’un point de vue visuel, cela correspond a` des bandes de streaks, apparemment
isole´es les unes des autres, sans inclinaison forte. On trouve par endroit des liens entre bandes.
On peut obtenir un remplissage quasi-complet du domaine. On en donne un exemple sur la fi-
gure D.2 (c, exemple de champ, f, fraction turbulente). Le syste`me voit d’abord un transitoire d’ajuste-
ment a` la dynamique sous le potentiel, qui correspond a` une chute brutale de la fraction d’occupation,
puis un reremplissage. Le voisinage d’un re´giment d’e´quilibre est atteint, avec un remplissage proche
de 1. D’un point de vue plus visuel, le syste`me contient assez peu de trous. L’organisation du champ
de streaks a` l’aide d’entier croissant met en e´vidence une forte trace d’obliquite´ dans la forme de ce
remplissage, visible dans les niveaux de couleur. Cela marque la diffe´rence du remplissage ale´atoire
de la condition initiale.
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D.4 Discussion
Comme on le voit sur ces trois exemples, ce mode`le tre`s simplifie´s de la dynamique de l’e´coulement
permet de reproduire une partie de la zoologie vue dans les simulations, que cela soit l’e´coulement
entie`rement turbulent mais contenant une trace d’obliquite´, les bandes isole´es a` bas nombre de Rey-
nolds ou` bien le re´gime en bande classique. Il peut eˆtre inte´ressant de le tester avec un autre type de
condition initiale, par exemple du type germe, pour tester des croissances de bande, a` la diffe´rence
des expe´riences de type trempe faites ici. En passant a` un e´chelon plus analytique, au dela` des simula-
tions, on peut traiter ce mode`le via les proce´dures classiques de physique statistique, soit a` l’e´quilibre
en effectuant un premier coarse graining (ou moyennage local), soit hors d’e´quilibre, a` l’aide des
techniques utilise´es en re´action diffusion (voir [44]) pour passer de re`gles dynamiques a` une the´orie
de champ. Cela permet de passer de la variable streaks, discre`te a` un champ de densite´ continu.
Cela e´tant dit, le mode`le dans sa forme actuelle contient encore un certain nombre de faiblesses. La
premie`re re´side dans le fait que tous les termes de potentiels (ou taux de probabilite´ ) sont applique´s
ad hoc, inspire´s par l’observation du syste`me. Des re´sultats re´cents ont montre´s que les probabilite´s de
certains e´ve`nements (vie/mort de streaks en bordure de domaine, en conditions contraintes) pouvaient
eˆtres extraites des expe´riences nume´riques [29]. On peut penser que la poursuite de ce type d’e´tudes
permettra d’extraire des DNS ou des expe´riences les taux de probabilite´s d’e´ve`nements similaires :
de´clin de la turbulence au milieu d’une bande/spot [91], cre´ation/de´clin de streaks en domaine non
contraint, et effet de l’obliquite´s, etc. . En ce sens, le mode`le pre´sente´ ici est plus un prototype
pour tester un type d’approche (purement statistique), dont on connaˆıt les me´thodes de simulation
et de traitement analytique auquel il peut donner lieu. Avec le retour entre mode`le et expe´riences
(pratique et nume´rique), on peut le modifier, comme par exemple utiliser des streaks ou groupes de
streaks comme e´le´ment de base, autoriser les e´ve`nements a` plusieurs streaks, utiliser des descriptions
potentielles ou en taux de probabilite´.
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Re´sume´ :
La the`se propose une e´tude nume´rique et une mode´lisation de la transition vers la turbulence dans
l’e´coulement de Couette plan. On se concentre particulie`rement sur le re´gime de bandes oblique lami-
naire turbulentes, au coeur de la transition. On suit deux types d’approches selon le type d’e´chelles
conside´re´es. D’une part on e´tudie le de´tail a` petite e´chelle de l’e´coulement. A` l’aide de DNS, une in-
stabilite´ de cisaillement cre´ant de la vorticite´ transverse est mise en e´vidence, et la vitesse d’advection
des perturbations est mesure´e. La mode´lisation de l’e´coulement turbulent et cette instabilite´ vient
confirmer ces me´canismes et met en e´vidence la transition absolue/convective a` l’entre´e des bandes.
une description du maintien de la turbulence en termes de cycle auto-entretenu est propose´e. D’autre
part, on e´tudie l’e´coulement a` l’e´chelle de la bande. Des outils statistiques permettent d’e´tudier les
bandes en termes de formation de motif. L’effet du bruit intrinse`que issu de la turbulence est mis
en e´vidence, en particulier dans les changements d’orientation. La mode´lisation du motif en termes
d’e´quation de Landau–Langevin et d’e´quation de Fokker–Planck correspondante fait le paralle`le avec
les motifs bruite´s et les phe´nome`nes critiques. Partant de ce mode`le on peut comprendre les retour-
nements en termes de temps de premier passage moyen. Finalement, on regarde deux autres types
de proble`mes en couplant les approches microscopiques et macroscopiques. L’e´tude des relaminarisa-
tions tant au seuil de disparition de la turbulence qu’au seuil d’apparition du motif permet de mettre
en e´vidence les me´canismes de disparition de la turbulence. L’e´tude de spots turbulents propose un
aperc¸u de leur zoologie et permet d’approcher les me´canismes petite e´chelle a` plus grand nombre de
Reynolds.
Summary :
The thesis proposes a numerical study and modelling of the transition to turbulence in plane
Couette flow. It is focused on the laminar-turbulent oblique bands regime at the centre of the tran-
sition. Two types of approaches are taken, based on the scales considered. On the one hand, one
can study the microscopic details of the flow. Direct Numerical simulations are used to identify and
characterise a shear instability that creates spanwise vorticity, and allows to measure the advection
velocity of these perturbations. The modelling of the background turbulent flow is used to study
the instability in term of linear analysis. The convective/absolute transition in the intermediate zone
between turbulent and pseudo-laminar flow is emphasised. From these data, a description of the sus-
taining of turbulence in term of a cycle is proposed. On the other hand, the flow can be seen at the
scale of the band. Statistical tools are used to study the oblique band in term of pattern formation.
The effect of the intrinsic turbulent noise is studied, particularly with the orientation fluctuation of
the band. The modelling in term of Landau–Langevin and corresponding Fokker–Planck equation
draws a parallel with the noisy pattern formation and critical phenomena. Using this model, the
orientation fluctuations can be understood in term of mean first passage time. Eventually, several
topics are considered from both points of view. The study of relaminarisations both at the threshold
of disappearance of turbulence and of appearance of the bands helps to identify the mechanisms of
local death of turbulence. The study of turbulent spots presents part of their zoology and helps to
study the small scale mechanisms at higher Reynolds numbers.
